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Resumen
Esta tesis trata sobre te´cnicas de optimizacio´n de formas de buques en lo que
se refiere a resistencia al avance utilizando me´todos potenciales con condicio´n
lineal de superficie libre. El objetivo de la tesis es concebir, implementar
y validar un sistema de optimizacio´n de formas de buques utilizando este
tipo de te´cnicas. Para conseguir este objetivo empezamos estudiando los
me´todos potenciales y justificando que la u´nica componente de la resistencia
que podremos de algu´n modo predecir sera´ la que se refiere a la formacio´n
de olas. Dentro de los me´todos potenciales hacemos un estudio exhaustivo
de los me´todos de paneles y dentro de e´stos, de los que realizan una lin-
ealizacio´n de las condiciones no lineales de superficie libre. Realizamos una
comparacio´n entre dos familias de estos me´todos y seleccionamos en base a
esta comparacio´n el que usamos el resto de la tesis. Realizamos despue´s un
estudio amplio y muy detallado de los problemas con popa de espejo abor-
dados desde la o´ptica del flujo potencial, que permite obtener informaciones
de cara´cter global sobre el flujo muy valiosas cuando se trata de optimizar
formas en lo que se refiere a la resistencia por formacio´n de olas.
Aunque a partir de los me´todos potenciales obtenemos el campo de veloci-
dades, y de e´ste, el de presiones, integrar estas presiones para obtener la resis-
tencia por formacio´n de olas puede ser problema´tico; abordamos este ca´lculo
mediante el estudio de secciones longitudinales del tren de olas obtenido a
partir del campo de velocidades. Los resultados no son lo suficientemente
buenos y el sistema de evaluacio´n de formas pasa de objetivos absolutos a
relativos en el sentido de que la optimizacio´n se realiza a partir de la com-
paracio´n de las mismas. Explicamos co´mo realizar dicha comparacio´n.
Por u´ltimo, realizamos un completo estudio de validacio´n a partir de datos
experimentales constatando la bondad de los resultados, lo que habilita a
estos me´todos como herramienta ingenieril de optimizacio´n.
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Abstract
This thesis treats techniques of optimization of ship hull forms regarding for-
ward resistance. It uses potential methods with free surface linear condition.
The objective of the thesis is to conceive, to implement and to validate a
system of optimization of ship hull forms using these types of techniques. In
order to obtain this objective we begin by studying the potential methods
and then show that the only component of the resistance which we are able
to predict is the one regarding the formation of waves. Within the potential
techniques, we make an exhaustive study of panel methods. Within these,
we focus on those that consider a linearization of the free surface nonlinear
conditions. We make a comparison between two families of these methods
and on the basis of this comparison select the one that we use for the rest of
the thesis. Later we make an ample and very detailed study of the transom
stern flows from the point of view of the potential assumption. This allows us
to obtain very valuable global flow information when the goal is to optimize
forms regarding wave resistance.
Although from potential methods we obtain the velocity field, and hence the
pressure fields, to integrate these pressure fields to obtain the wave resistance
can be problematic. Therefore, we approach this problem by means of the
study of the longitudinal sections of wave patterns, also obtained from the
velocity field. From this point we see that the results are not good enough to
predict the wave resistance accurately. Consequently we see that the system
of evaluation of forms abandons absolute objectives in the sense that the op-
timization is made from the comparison of different shapes. We then explain
how to make this comparison.
Finally, we make a complete study from the experimental data to validate
the evaluation system. From this study we state that the results qualify this
system as an engineering tool of optimization.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
1.1 El disen˜o de las formas de un buque.
El ingeniero naval dispone hoy en d´ıa de herramientas de ana´lisis por or-
denador que facilitan la definicio´n y seleccio´n de multiples alternativas en
el disen˜o del buque. Dentro del disen˜o de las formas, las hay que permiten
mejorar las caracter´ısticas del buque en aspectos relativos a maniobrabilidad,
las que se refieren a aspectos de comportamiento en la mar, y sobre todo las
que permiten optimizar la resistencia al avance. La resistencia a la velocidad
de servicio determina en gran medida la potencia del motor, y por tanto el
consumo de combustible, que es uno de los factores econo´micos ma´s impor-
tantes en los costes operativos del buque. Minimizar la resistencia, es, por
tanto, un apartado importante en el disen˜o de un buque.
La resistencia es, en su mayor parte, una resultante de las fuerzas hidrodi-
na´micas, que dependen mucho de las formas del buque y de sus ape´ndices.
Optimizar las formas desde un punto de vista hidrodina´mico es un proble-
ma complicado, no solamente por las muchas restricciones impuestas por las
exigencias pra´cticas - dimensiones principales, peso muerto, capacidad de
carga, costes constructivos,... - y por los requerimientos de estabilidad, com-
portamiento en olas, maniobrabilidad, etc, sino tambie´n por la influencia de
las condiciones ambientales, como el viento y la mar, que pueden conducir
a un aumento sustancial de la potencia requerida, comparada con la que se
necesita en un mar en calma. Se conseguir´ıan costes operativos mı´nimos
disen˜ando el buque para un comportamiento que fuese bueno bajo un ran-
go amplio de situaciones. Esto se consigue, sin embargo muy pocas veces,
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porque es dif´ıcil cuantificar el efecto de todos los para´metros que esta´n involu-
crados; y tambie´n porque hay grandes limitaciones en el tiempo disponible
en la etapa de proyecto.
La simplificacio´n ma´s habitual consiste en considerar de modo separado la
resistencia en aguas tranquilas y el comportamiento del buque en olas. La
optimizacio´n hidrodina´mica del disen˜o del buque para buques mercantes con-
vencionales empieza por conocer las necesidades de potencia en aguas tran-
quilas, que pasa a ser un l´ımite inferior a la potencia en condiciones pra´cticas.
El efecto del estado de la mar se toma en cuenta como una ”resistencia an˜adi-
da en olas”. En principio, esta forma de abordar el problema conduce a un
disen˜o que se acerca al o´ptimo en las condiciones pra´cticas, y adema´s con-
duce a cumplir las condiciones de proyecto que de modo habitual exigen una
velocidad mı´nima durante las pruebas en aguas tranquilas.
1.2 La resistencia por formacio´n de olas.
La resistencia en aguas tranquilas tiene varias componentes consecuencia de
otros tantos feno´menos observables que en muchos casos esta´n adema´s rela-
cionados entre s´ı: Una resistencia viscosa, asociada con la generacio´n de la
capa l´ımite y la estela; una resistencia por formacio´n de olas relacionada con
el tren de olas que genera el movimiento; una resistencia debida al efecto del
aire y del viento en el casco y la superestructura; una resistencia an˜adida
consecuencia de la aparicio´n del spray, e incluso una resistencia inducida por
la aparicio´n de efectos dina´micos.
Para la mayor´ıa de los buques mercantes, la componente viscosa es la ma´s
importante. Crece con el cuadrado de la velocidad de avance, y aumenta
progresivamente al llenar las formas, debido al aumento de la superficie mo-
jada. Los feno´menos de separacio´n a veces causan un aumento dra´stico de
la resistencia viscosa.
La resistencia por formacio´n de olas supone normalmente entre el diez y el
sesenta por ciento de la resistencia total en aguas tranquilas. Mientras que a
bajas velocidades, la resistencia por formacio´n de olas es pra´cticamente nula,
crece muy ra´pidamente con la velocidad, y para los buques de desplazamien-
to ra´pidos, puede dominar a la resistencia viscosa. Adema´s esta componente
de la resistencia es muy sensible a pequen˜as variaciones de las formas, por
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lo que la prediccio´n y la manipulacio´n de las formas en la etapa de disen˜o
orientada a optimizar dicha resistencia es un asunto muy importante.
Los primeros pasos en el estudio de las olas generadas por el buque fueron
dados por Kelvin[23] hacia 1880. En su teor´ıa, la accio´n del buque en el agua
era reemplazada por la de un punto de presio´n movie´ndose a lo largo de la
superficie del agua. Los desarrollos posteriores a partir de esta teor´ıa fueron
realizados por Havelock[13], y por otros. Las expresiones obtenidas para las
olas del buque, y para la resistencia por formacio´n de olas tienen en cuenta la
distribucio´n de presio´n en la superficie del fluido, pero no esta´n claramente
relacionadas con las formas del buque.
La dependencia de resistencia por formacio´n de olas con las formas del bu-
que fue estudiada por primera vez por Michell en 1898. Michell[32] trato´ de
calcular el flujo en torno al buque, a partir de e´ste la distribucio´n de pre-
siones, e integrando estas presiones en la carena, la resistencia por olas. El
me´todo de Michell[32] se pod´ıa aplicar a buques finos. Estos trabajos fueron
continuados por Havelock, y sobre todo, a mediados de los 70 por Dawson[7]
y Gadd[10], como ma´s adelante explicaremos.
Sin embargo, a pesar de estos estudios teo´ricos, todav´ıa hoy en d´ıa, la predic-
cio´n y optimizacio´n de la resistencia por formacio´n de olas necesita del ensayo
de modelos. La formacio´n de olas es un feno´meno que admite una reproduc-
cio´n a escala suficientemente exacta para su estimacio´n. Para un ojo experto,
el aspecto del tren de olas da informacio´n que permite modificar las formas.
Sin embargo no hay mucha ciencia en ello, y s´ı habilidades adquiridas con la
experiencia, dif´ıcilmente transmitibles.
1.3 Los me´todos de paneles.
Aunque como acabamos de comentar existen modelos f´ısico-matema´ticos sen-
cillos para los feno´menos de generacio´n y de propagacio´n de olas, la solucio´n
de dichos modelos no se puede conseguir anal´ıticamente. Se han dedicado
muchos esfuerzos a encontrar simplificaciones que conservasen la esencia del
problema y que condujesen a modelos matema´ticos que pudiesen ser resuel-
tos anal´ıticamente. La simplificacio´n ma´s importante es la de despreciar la
viscosidad en los feno´menos en los que la formacio´n de olas es el problema
dominante. Ello conduce en este caso a poder afirmar que la velocidad deriva
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de un potencial escalar a trave´s de su gradiente, de ah´ı el nombre de flujo
potencial con que se describe este tipo de problemas. Otra simplificacio´n
sustituye las condiciones de contorno no lineales que se imponen en la super-
ficie libre por otras lineales. Se han encontrado simplificaciones de este tipo
que conducen a soluciones anal´ıticas para buques finos[32], pero ninguna da
resultados razonables cuando se aplica a buques convencionales.
Sin embargo, en las u´ltimas de´cadas, el uso del ordenador en la resolucio´n de
problemas nume´ricos ha permitido abordar la resolucio´n nume´rica de estos
problemas f´ısicos. El primer sector donde se utilizaron estos me´todos fue el
de la industria aerona´utica, que empezo´ a desarrollarlos a finales de los an˜os
50 y principios de los 60. Estos me´todos eran los de paneles con singularida-
des de Rankine (fuentes), y permit´ıan calcular soluciones de flujo potencial
en torno a cuerpos tridimensionales arbitrarios. El primer trabajo impor-
tante se debe a Hess y Smith[15]. Estos me´todos utilizaban discretizaciones
de la geometr´ıa basadas en paneles planos, y de las funciones de singulari-
dades como fuentes de valor constante en esos paneles. Hess tambie´n fue
el primero en usar paneles parabo´licos y fuentes que var´ıan linealmente[16].
Estos me´todos se usaron para predecir el flujo en torno a buques, siempre
que la superficie libre se tratase como una pared r´ıgida. Sin embargo, es muy
importante, como ya hemos comentado, calcular las olas, y en ese sentido se
han propuesto modelos que tienen en cuenta la superficie libre que conducen
a problemas nume´ricos resolubles, para buques lentos. Los primeros mode-
los, de mediados de los 70, se deben a Gadd [10] y sobre todo a Dawson [7]
y han demostrado conducir a resultados bastante realistas. Desde 1980 se
han hecho mejoras en la simplificacio´n de Dawson, y las implementaciones
informa´ticas de estos algoritmos se usan ingenierilmente en todo el mundo.
Los me´todos de este tipo se llaman de paneles porque discretizan en paneles
cuadrangulares la obra viva y parte de la superficie libre en torno al mismo.
Son me´todos en los cuales se ha linealizado la condicio´n no lineal de superficie
libre, y conducen a la resolucio´n de un sistema lineal cuyas inco´gnitas son
las intesidades de las singularidades.
El primer logro de esta tesis ha sido el desarrollo en el Canal de la Escuela de
un me´todo de este tipo[29] [2][3] que se ha venido usando como herramienta
para la optimizacio´n de formas[30], complementando a los propios ensayos.
Las herramientas informa´ticas de expresio´n gra´fica permiten la visualizacio´n
de las distribuciones de velocidades y presiones, y perfiles de ola, datos que
no se pueden conseguir fa´cilmente a partir de los ensayos.
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1.4 Objetivo de la tesis.
El objetivo de esta tesis es construir y validar un sistema de evaluacio´n de
formas de buques en lo que se refiere a resistencia por formacio´n de olas. En
ese sentido se empieza describiendo el me´todo elegido, que es un potencial
con condicio´n lineal de superficie libre. Luego se describe el caso particular
de los buques con popa de espejo que plantean problemas espec´ıficos muy
interesantes. Con estos me´todos calculamos el flujo en torno a la carena y
la forma del tren de olas del buque. Como con este sistema pretendemos
optimizar formas, seguimos un proceso de validacio´n exhaustivo de todos los
resultados. Dada la gran cantidad de ca´lculos realizados se ha desarrollado
una metodolog´ıa orientada a que la ejecucio´n de los mismos pueda ser abor-
dada de modo sistema´tico y razonablemente sencillo.
Adema´s de fijarnos en la forma de la superficie libre, evaluando alturas de
olas y amplitud de las diferentes fases, parece importante disponer de alguna
magnitud global que permita discernir si un disen˜o es bueno frente a otro.
En este sentido estudiamos diferentes te´cnicas para calcular la resistencia por
formacio´n de olas y a partir de ella el coeficiente de resistencia por formacio´n
de olas CW , lo que nos coloca en una posicio´n similar a la de un canal de
experiencias. La seleccio´n de los para´metros sensibles capaces de transportar
la informacio´n asimilable y fa´cilmente interpretable por el ingeniero naval,
junto con la atencio´n dada a los detalles computacionales a lo largo de las dis-
tintas rutinas del co´digo, convierten los estudios realizados en herramienta de
trabajo. Los resultados referidos a conceptos locales son buenos, los referidos
a CW no lo son tanto, y por tanto los canales siguen siendo necesarios.
1.5 Organizacio´n de esta tesis.
Aunque en general, en esta tesis se insiste ma´s en los aspectos f´ısico-mate-
ma´ticos teo´ricos, tambie´n se tienen en cuenta los detalles pu´ramente com-
putacionales. Se desarrolla con profundidad la construccio´n de los sistemas
lineales asociados a los modelos considerados, as´ı como la discretizacio´n de
las diferentes condiciones de contorno. En todo momento tenemos presente
la aplicabilidad de estos me´todos en la fase de disen˜o y por ello validamos
del modo ma´s exacto posible los diferentes resultados.
La organizacio´n por cap´ıtulos de esta tesis doctoral es como sigue:
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Cap´ıtulo 2. Exposicio´n del problema de la formacio´n de olas, y de los modelos
potenciales (de paneles) que permiten su ca´lculo. Estudiaremos los
me´todos potenciales sin superficie libre, la linealizacio´n de Dawson
de las condiciones no lineales de superficie libre y la discretizacio´n de
dicha formulacio´n linealizada. Tambie´n estudiaremos una variante muy
interesante de esta linealizacio´n que la dota de mejores propiedades
nume´ricas, y procederemos a la comparacio´n de ambas.
Cap´ıtulo 3. Modelado de los flujos con popa de espejo. Un problema dif´ıcil por su
gran componente viscosa y cuyo estudio sistema´tico, desde la formu-
lacio´n potencial, es una de las aportaciones de esta tesis.
Cap´ıtulo 4. Estimacio´n de la resistencia por formacio´n de olas a partir de los resul-
tados obtenidos con estos me´todos, por integracio´n de presiones, y por
me´todos de corte longitudinal.
Cap´ıtulo 5. Definicio´n de una metodolog´ıa de trabajo que permita usar estos pro-
gramas en cualquier geometr´ıa, por muy compleja que sea. Hacemos
un estudio de la parte de preproceso, que comprende el modelado y
generacio´n de mallas, los programas de ca´lculo, y el postproceso con
visualizacio´n y ana´lisis de los resultados. En este mismo cap´ıtulo se
explica co´mo realizar una interpretacio´n de los resultados obtenidos
mediante estos ca´lculos para su uso como herramienta para mejorar las
formas. En ese sentido se estudia el aspecto general del tren de olas,
las presiones sobre el casco, y se comparan CW entre configuraciones
semejantes. Se aplica este estudio a diferentes casos experimentales
reales procedentes del Canal de Ensayos Hidrodina´micos de la ETSIN.
Esta metodolog´ıa se esta´ utilizando en el proceso de optimizacio´n de
formas en el Canal de Ensayos Hidrodina´micos de la ETSIN, y es otra
de las aportaciones de la tesis.
Cap´ıtulo 6. Validacio´n y comparacio´n de los diferentes me´todos, con resultados ex-
perimentales disponibles, procedentes de otros grupos, y con resultados
experimentales propios obtenidos en el Canal de Ensayos Hidrodina´mi-
cos de la ETSIN, y que es otra de las aportaciones de la tesis.
Cap´ıtulo 7. Relacio´n de las posibles l´ıneas de trabajo que continu´en en el futuro
los desarrollos realizados con objeto de esta tesis.
1. Desarrollo de un me´todo con condicio´n de superficie libre no lineal.
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2. Desarrollo de un me´todo viscoso, para la resolucio´n del problema
de la resistencia al avance.
3. Estudio de la ola originada por barcos ra´pidos en aguas poco pro-
fundas (washing-wave) y de su influencia en la fase de disen˜o.
Cap´ıtulo 8. Resumen de conclusiones y aportaciones.
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Cap´ıtulo 2
Me´todos de paneles para la
estimacio´n de la resistencia por
formacio´n de olas
En este cap´ıtulo se describe el papel del flujo potencial con superficie libre
en el ca´lculo del flujo en torno a buque, presentando el problema matema´tico
y sus limitaciones.
2.1 Delimitacio´n del problema.
Nos limitamos al estudio del flujo en torno a un buque en aguas tranquilas.
Se supone que el agua es infinita en extensio´n pero que puede tener una
profundidad finita. Se supone que el buque avanza sin deriva a velocidad
constante. En estas circunstancias pueden ser significativos una serie de
feno´menos:
1. El tren de olas generado por el buque.
2. Una capa l´ımite de origen viscoso, y un campo de estelas.
3. El flujo inducido por la he´lice.
4. Normalmente, existe tambie´n wave-breaking.
5. A veces, aparece tambie´n spray.
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6. En algunos casos, se dan efectos dina´micos en elementos sustentadores
como la quilla, el timo´n, ape´ndices con forma de perfiles, etc.
Estos feno´menos vienen determinados por leyes f´ısicas diferentes, tienen es-
calas espaciales y temporales diferentes, y su prediccio´n exige modelos ma-
tema´ticos y algoritmos nume´ricos diversos. Por tanto, una aproximacio´n al
problema pasa por la resolucio´n de problemas parciales cubriendo cada uno
de estos feno´menos. En este estudio de resistencia por formacio´n de olas
deberemos prescindir de muchos de estos feno´menos, y se tendra´ en cuenta
en que´ medida esto afecta a los resultados obtenidos.
En primer lugar, tenemos que decir que no se van a tener en cuenta los efec-
tos debidos al sistema propulsivo. Los modelos matema´ticos que abordan
esos problemas son ba´sicamente independientes del problema central de la
resistencia por formacio´n de olas, aunque puedan afectar en alguna medida
al sistema de olas de popa, y a los movimientos de trimado y arfada.1.
En segundo lugar, tambie´n se va a prescindir de los efectos debidos al wave-
breaking. No existen todav´ıa modelos fisico-matema´ticos satisfactorios que
describan el feno´meno del wave-breaking. Aunque aparece en casi todos los
casos, no parece que tenga una influencia determinante en el flujo como un
todo.
El spray tampoco se va a tratar de modelizar por razones similares, y otra
vez, las consecuencias no parecen importantes, salvo para describir ciertas
anomal´ıas en la interseccio´n de la superficie del agua con la carena.
Los efectos dina´micos no suponen un problema importante. Sin embargo, en
el tipo de buques cuyo flujo vamos a tratar de describir no son relevantes.
De hecho, supondremos que el casco es sime´trico y navega sin deriva. Por
tanto, en aras de simplicidad no incorporaremos la sustentacio´n a nuestros
ca´lculos.
Por u´ltimo, no se tendra´n en cuenta los efectos debidos a la tensio´n superfi-
cial, que son despreciables a escala del buque.
1De ahora en adelante, y dado lo extendido del te´rmino, a estos movimientos de trimado
y arfada, los denominaremos como sink&trim
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2.2 Distincio´n de flujo viscoso y flujo con su-
perficie libre.
Despue´s de estas simplificaciones, el problema consiste ahora en modelar el
flujo incluyendo solamente los dos tipos de feno´menos que determinan el flujo
en torno a una carena: la generacio´n de olas, y la capa l´ımite viscosa y la es-
tela. Pero estos dos son tambie´n feno´menos f´ısicos muy diferentes, que tienen
lugar en escalas de tiempo y distancias muy distintas, y que exigen me´todos
de ca´lculo especiales para cada uno. Predecir el flujo viscoso requiere la re-
solucio´n de estructuras extremadamente pequen˜as, y grandes gradientes de
velocidades cercanos a una pared. Los feno´menos de origen viscoso son im-
portantes en una pequen˜a capa l´ımite cercana a la carena y en la zona de
la estela. Las no linealidades de las ecuaciones obligan a usar me´todos que
pasan por la discretizacio´n de un dominio tridimiensional completo en torno
a la carena. La formacio´n de olas es sin embargo un feno´meno de grandes es-
calas, similares en el espacio a las dimensiones principales del buque, y exige
el contemplar un dominio grande para calcular el feno´meno. Las ecuaciones
que gobiernan la formacio´n de olas se pueden simplificar, conduciendo a la
solucio´n mediante me´todos integrales.
Por tanto, no parece sensato abordar de momento estos dos problemas de
modo conjunto, dado lo lejano de los planteamientos. De hecho hay proble-
mas graves en lo que se refiere a la potencia de ca´lculo para enfrentarse a
la combinacio´n de los dos problemas, y lo factible ahora pasa por enfoques
zonales, resolviendo en cada zona el efecto dominante.
Desde este punto de vista, parece inteligente utilizar el concepto de capa
l´ımite como elemento que permite separar el problema viscoso y el problema
de formacio´n de olas. Suponiendo que el nu´mero de Reynolds
Rn =
V L
ν
es lo suficientemente alto, los efectos viscosos so´lo tienen importancia en una
capa l´ımite fina de espesor δ. Esa capa l´ımite ajusta el campo de velocidades
exterior a la condicio´n de velocidad nula en la carena. Como primera aprox-
imacio´n, la presio´n en la capa l´ımite es igual a la del flujo externo, y el flujo
no viscoso podemos suponerlo como que no es afectado por la viscosidad.
O sea, que para calcular el tren de olas generado por un buque no se ten-
dra´n en cuenta los efectos viscosos. En realidad estamos obteniedo el flujo
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asinto´ticamente correcto para Rn →∞.
Todo este planteamiento conduce a una metodolog´ıa similar a la del ensayo
de modelos en canal. En estos ensayos se distingue claramente entre efectos
viscosos y no viscosos. En el modelo se reproduce el nu´mero de Froude
Fn =
V√
gL
del buque, lo que de acuerdo con la teor´ıa del flujo no viscoso hace que el
tren de olas sea geome´tricamente igual al real, y el coeficiente de resistencia
por formacio´n de olas se mantiene. En realidad, aunque se consiga que los
nu´meros de Froude sean iguales, la diferencia en el nu´mero de Reynolds entre
el buque y el modelo - dos o´rdenes de magnitud - va a provocar diferencias
en la forma de las olas, y en su resistencia. Sin embargo, esta diferencia es
pequen˜a, y estos experimentos son de momento la mejor medida de la resis-
tencia al avance de un buque.
El haber separado los efectos viscosos de la formacio´n de olas, aunque nece-
sario, conduce a que no se contemplen una serie de interacciones:
1. La viscosidad afecta a la estela y a las olas de popa reduciendo un poco
las alturas de ola.
2. Algunos tipos flujos cuando se tiene popa de espejo son afectados por
la viscosidad.
3. La interaccio´n entre al superficie libre y la capa l´ımite.
Por otro lado, los co´digos viscosos suelen prescindir de las olas en la superficie
libre y de los efectos que e´stas tienen en el campo de presiones y velocidades,
aunque empieza a haber co´digos que tratan de resolver el problema tridimen-
sional con superficie libre.
2.3 El problema del flujo potencial.
Nos quedamos por tanto en el flujo sin viscosidad, que como veremos ma´s
adelante tambie´n se llama flujo potencial.
19
Figura 2.1: Situacio´n de los ejes.
2.3.1 Situacio´n de los ejes
El flujo se describe eulerianamente. El sistema de coordenadas se mueve
con el buque, con la misma velocidad longitudinal que e´ste, pero no sigue
su trimado ni su arfada. Los ejes si situ´an como se muestra en la figura 2.1,
donde se sen˜alan tambie´n los sentidos de los mismos. El origen se situ´a en
cruj´ıa, en el plano de la flotacio´n. Se situ´a el eje X de popa hacia proa,
perpendicular al plano de la maestra. El eje Z se situ´a perpendicular al
plano de la flotacio´n y positivo hacia arriba. El eje Y se situ´a perpendicular
a cruj´ıa, y positivo hacia babor, de tal modo que el sistema formado por los
tres sea directo.
Con este sistema de coordenadas se puede suponer que el flujo es estacionario.
Hay un flujo entrante en la direccion X procedente de X+, V∞.
2.3.2 Formulacio´n matema´tica
Se coloca un cuerpo tridimensional en un fluido con un campo de velocidades,
flujo libre, uniforme
v∞ = (v∞x, v∞y, v∞z) (2.1)
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En ausencia de viscosidad y wave-breaking se preserva la irrotacionalidad
del flujo libre entrante. Estos me´todos se llaman potenciales, porque en
estas condiciones, se puede demostrar que la velocidad deriva de un potencial
escalar φ
v = −∇φ (2.2)
La ecuacio´n de continuidad:
∇ · v = 0 (2.3)
Se convierte entonces en la ecuacio´n de Laplace, para el potencial
∇2φ = 0 (2.4)
Este flujo irrotacional no viscoso alrededor de un cuerpo puede ser descrito
mediante la superposicio´n de un flujo uniforme externo, cuyo potencial lla-
maremos φ∞, que normalmente sera´ en la direccio´n x, y de un flujo debido
a la perturbacio´n que la existencia de ese cuerpo induce en el flujo ϕ. El
potencial total φ vendra´ entonces dado por la siguiente expresio´n:
φ = φ∞ + ϕ (2.5)
Integrando, obtenemos fa´cilmente que:
φ∞ = − (v∞xx, v∞yy, v∞zz) (2.6)
El potencial esta´ sujeto a dos condiciones de contorno:
1. En la superficie mojada del cuerpo BS imponemos una condicio´n de
Neumann de velocidad normal nula.
φn|BS = 0 (2.7)
2. Tambie´n debemos imponer la condicio´n de que en el infinito, al menos
aguas arriba, la velocidad debe ser la del flujo libre, y por tanto
∇φ|∞ = ∇φ∞ (2.8)
En lo que se refiere al potencial de perturbacio´n, como
∇2φ∞ = 0 (2.9)
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Tiene que ser que:
∇2ϕ = 0 (2.10)
De la segunda condicio´n de contorno podemos deducir que:
∇ϕ|∞ = 0 (2.11)
De la primera:
φn|BS = ∂φ
∂n
∣∣∣∣∣
BS
= ∇φ · n = ∇ (φ∞ + ϕ) · n = 0 (2.12)
O lo que es lo mismo:
∇ϕ · n = −∇φ∞ · n (2.13)
Por tanto hemos convertido nuestro problema en encontrar un potencial de
perturbacio´n que cumpla la ecuacio´n de Laplace en el dominio fluido y las
dos condiciones anteriores en el contorno.
2.3.3 Potencial de perturbacio´n.
El potencial de perturbacio´n puede ser modelizado como el generado por una
distribucio´n de singularidades(ver [22]cap.21) situada en la superficie BS.
Nosotros usaremos fuentes [15], para esas singularidades, y supondremos que
el potencial ϕ es el debido a una distribucio´n continua de manantiales de den-
sidad variable sobre BS: El potencial en un punto p de coordenadas (x, y, z)
debido a un manantial unitario localizado en un punto q de la superficie del
cuerpo es:
dϕ(p) =
1
r(p, q)
dS (2.14)
r(p, q) es la distancia desde el punto q(ξ, η, ζ) donde esta´ la singularidad,
al punto donde esta´ siendo evaluado el potencial p(x, y, z).
Por tanto el potencial total de perturbacio´n se escribir´ıa como:
ϕ(p) =
∫ ∫
BS
σ(q)
r(p, q)
dS (2.15)
La segunda condicio´n de contorno se satisface directamente por la forma
de definir el potencial. En cuanto a la primera condicio´n de contorno, el
problema matema´tico a resolver es un problema de Neumann exterior (PNE)
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esta´ndar para la ecuacio´n de Laplace. Se hace el tratamiento del PNE en
potencial de capa simple, mediante una ecuacio´n integral de´bilmente singular
(Fredholm de 2 especie convergente). La solucio´n ϕ del PNE en Ω se puede
escribir en la forma:
ϕ(p) =
∫ ∫
q∈BS
σ(q)
1
r(p, q)
dS, ∀p ∈ Ω (2.16)
donde 1
r(p,q)
= −4πG(p, q) representa la funcio´n de Green de la ecuacio´n de
Laplace.
Para fijar el valor de la distribucio´n de singularidades, funcio´n σ, debemos
imponer la primera condicio´n de contorno que φ debe cumplir en BS. De
esta forma se obtiene la ecuacio´n integral de´bilmente singular (Fredholm de
2 especie) que debe cumplir σ.
−2πσ(p) +
∫ ∫
q∈BS,q =p
σ(q)
∂
∂n
1
r(p, q)
dS = −∇φ∞ · n, ∀p ∈ Ω (2.17)
donde n indica la direccio´n normal exterior a BS en p.
2.3.4 Resolucio´n nume´rica
El problema es co´mo resolver la ecuacio´n integral (2.17) para encontrar la
distribucio´n de fuentes σ. Una vez conocida e´sta, la velocidad en cualquier
punto del espacio se obtiene tomando gradientes en (2.5). La solucio´n pasa
por encontrar una aproximacio´n nume´rica a la integral doble, y una adecuada
discretizacio´n de la geometr´ıa cuyo flujo se esta´ estudiando. Para conseguir
ambas cosas, se aproxima la superficie por un nu´mero alto de cuadrila´teros,
y en cada uno de ellos, se supone constante el valor de la densidad de ma-
nantiales. Se sustituye la ecuacio´n integral por un conjunto de ecuaciones
algebraicas de inco´gnita el valor de σ en cada cuadr´ıcula.
Modelo doble
La formulacio´n de Hess-Smith [15], que es la que estamos siguiendo hasta
ahora esta´ pensada para el ca´lculo del flujo en torno a cuerpos completamente
sumergidos en un fluido. Se ha usado casi siempre para modelizar flujos donde
la compresibilidad no tiene mucha importancia, como por ejemplo en alas,
o colas de avio´n... En nuestro caso, no tenemos un cuerpo completamente
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sumergido, sino que nos encontramos ante un flujo con una interfase entre
agua y aire, que se presenta precisamente en la flotacio´n de nuestro buque.
Para superar este problema, lo que hacemos es colocar un reflejo de nuestro
barco con respecto a la flotacio´n por encima de e´sta. Hecho esto, y por
simetr´ıa, tenemos garantizado que el plano de la flotacio´n va a ser un plano
de simetr´ıa del flujo, y que por tanto, no se va a deformar. A la unio´n de la
obra viva de la carena y su reflejo se le llama modelo doble.
Definicio´n de los cuadrila´teros.
La superficie del cuerpo esta´ definida por un conjunto de puntos. Estos pun-
tos se agrupan de cuatro en cuatro para formar los elementos cuadrangulares
que aparecen en la figura 2.1. La exactitud del ca´lculo depende no solamente
del nu´mero de cuadrila´teros que se han seleccionado para aproximar la su-
perficie del cuerpo sino tambie´n de la forma en que estos elementos esta´n
distribuidos a lo largo y ancho de la superficie. Una distribucio´n adecua-
da es en gran medida una cuestio´n de intuicio´n y experiencia. En general,
los cuadrila´teros deben concentrarse en regiones de fuerte curvatura y/o en
regiones donde las propiedades del flujo var´ıan mucho. Se suelen disponer
entre 5 y 15 paneles en la zona del bulbo; entre 5 y 10 en la zona de popa,
y entre 50 y 100 en la parte central del buque, por cada l´ınea de agua; se
deben considerar entre 10 y 20 l´ıneas de agua.
Para formar un cuadrila´tero plano a partir de cuatro puntos que en general
no esta´n en el mismo plano, el primer paso consiste en obtener dos vectores
diagonales. Cada uno de estos vectores se obtiene simplemente restando, dos
a dos, los vectores de posicio´n de los cuatro puntos considerados. El pro-
ducto vectorial normalizado de estos dos vectores diagonales se toma como
el vector normal al plano del cuadrila´tero. El orden de los puntos originales
debe asegurar que la normal as´ı definida este´ dirigida hacia el exterior del
cuerpo. El plano del cuadrila´tero se define hacie´ndolo pasar por el punto me-
dia aritme´tica de los cuatro puntos originales. Finalmente se proyectan estos
cuatro puntos sobre este plano para obtener los ve´rtices del cuadrila´tero.
En cada cuadrila´tero 2 se selecciona un punto donde se obliga a que la ve-
locidad normal al elemento sea nula. En ese punto es donde ma´s tarde se
evalu´an la presio´n y la velocidad tangencial. Ese punto deber´ıa ser elegido
2cuadrila´tero ≡ elemento ≡ panel
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como el punto donde el elemento no provoca velocidad tangencial en si mis-
mo, el punto donde el elemento no da lugar a velocidad en su propio plano.
A este punto se le suele llamar punto nulo. Si los paneles no son muy esbel-
tos, este punto esta´ muy cerca del centro de gravedad (centroide) del panel.
Por simplicidad de ca´lculo, en nuestros co´digos consideraremos como punto
caracter´ıstico al centroide.
Planteamiento del sistema lineal.
Cada l´ınea del sistema resulta de imponer la condicio´n de velocidad normal
nula sobre uno de los cuadrila´teros en los que hemos descompuesto nuestro
modelo. Escribamos, por ejemplo la fila i, que es el resultado de imponer
dicha condicio´n en el punto caracter´ıstico del panel i.
−2πσi+
∫ ∫
q∈BS,q =pi
σ(q)
∂
∂n
1
r(pi, q)
dS = −∇φ∞ ·ni, 1 ≤ i ≤ NBS (2.18)
O lo que es lo mismo:
2πσi −
∫ ∫
q∈BS,q =pi
σ(q)
∂
∂n
1
r(pi, q)
dS = −v∞ · ni, 1 ≤ i ≤ NBS (2.19)
Al asumir que la superficie BS se descompone en cuadrila´teros, podemos
convertir la integral extendida a esa superficie en un sumatorio extendido a
esos cuadrila´teros. Adema´s, al suponer la densidad de fuentes constante en
cada uno de esos cuadrila´teros, e´sta sale fuera de esa integral.
2πσi −
NBS∑
j=1;j =i
σj
∫ ∫
Aj
∂
∂n
1
r(pi, q)
dS = −v∞ · ni, 1 ≤ i ≤ NBS (2.20)
Cada una de las integrales la podemos ver como el valor de la componente
normal al panel i de la velocidad 3 en el punto pi debida a una densidad de
manantiales unitaria situada en el cuadrila´tero j.
vjinormal = −
∫ ∫
Aj
∇
(
1
r(pi, q)
)
· ni · dS (2.21)
3En toda la bibliograf´ıa de Hess-Smith, la velocidad es el gradiente del potencial, cam-
biada de signo, siguiendo el criterio de Milne-Thomson.
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Pero el vector normal al cuadrila´tero permanece constante durante toda la
integral, y por tanto e´sta puede ser escrita de otra forma ma´s interesante.
vjinormal = −ni ·
∫ ∫
Aj
∇
(
1
r(pi, q)
)
· dS (2.22)
La u´ltima parte de esta ecuacio´n corresponde a la velocidad que el panel j
genera en el punto pi, y nos conviene escribirla as´ı:
vji = −
∫ ∫
Aj
∇
(
1
r(pi, q)
)
· dS (2.23)
De este modo, la ecuacio´n 2.20, que representa la fila i del sistema lineal
quedara´:
2πσi +
NBS∑
j=1;j =i
σj · vji · ni = −v∞ · ni, 1 ≤ i ≤ NBS (2.24)
El sistema lineal resultante quedar´ıa:
j i
i


· (vj1 · n1) · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·
· (vji · ni) · 2π · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·


·


σ1
·
·
σi
·
·
σNBS


=


−v∞ · n1
·
·
−v∞ · ni
·
·
−v∞ · nNBS


(2.25)
En realidad, el nu´mero de inco´gnitas es menor. El sime´trico de un panel en
el modelo doble tiene la misma intensidad. Adema´s, si el flujo es sime´trico
respecto a cruj´ıa, o sea, si el buque navega sin deriva y/o el buque navega
sin escora, entonces la intensidad de un panel y de su sime´trico respecto a
cruj´ıa es la misma. En este caso, la fila i, con 1 ≤ i ≤ NBS4, quedar´ıa:
(2π + (viS1,i + viS2,i + viS3,i) · ni)σi
+
NBS4∑
j=1;j =i
(vji + vjS1,i + vjS2,i + vjS3,i) · ni · σj = −v∞ · ni (2.26)
donde:
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NBS4 cuarta parte de los paneles, NBS/4.
iS1 sime´trico del panel i respecto a cruj´ıa.
iS2 sime´trico del panel i respecto a la flotacio´n.
iS3 sime´trico del panel i respecto a cruj´ıa y a la flotacio´n.
Podemos reescribir:
vjiS4 = vji + vjS1,i + vjS2,i + vjS3,i (2.27)
y la fila i, con 1 ≤ i ≤ NBS4, queda entonces:
(2π + (viS1,i + viS2,i + viS3,i) · ni)σi +
NBS4∑
j=1;j =i
vjiS4 · ni · σj = −v∞ · ni (2.28)
El sistema lineal reduce sensiblemente su taman˜o para convertirse en:
j i
i


· (vj1S4 · n1) · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·
· (vjiS4 · ni) · (2π + (viS1,i + viS2,i + viS3,i) · ni) · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·


= A
(2.29)
A ·


σ1
·
·
σi
·
·
σNBS4


=


−v∞ · n1
·
·
−v∞ · ni
·
·
−v∞ · nNBS4


(2.30)
Ca´lculo de los coeficientes de influencia.
El ca´lculo de los coeficientes de influencia rec´ıproca entre los diferentes pa-
neles pasa por la evaluacio´n de las integrales 2.23.
vji = −
∫ ∫
Aj
∇
(
1
r(pi, q)
)
· dS
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Estas reflejan, como comenta´bamos, la velocidad que el panel j, supuesto
de densidad de fuentes unitaria, produce en el punto caracter´ıstico del panel
i. Se dispone de expresiones para estas integrales. Estas expresiones esta´n
dadas tomando un sistema de ejes locales en el cuadrila´tero. El origen de este
sistema de coordenadas locales es el punto caracter´ıstico del panel. El eje z
es el que define la normal pasando por ese punto, con el sentido positivo hacia
el exterior del cuerpo. Los ejes x e y se situ´an sobre el plano del cuadrila´tero,
ortogonales entre si, y se colocan de tal modo que el eje x esta´ en la direccio´n
del vector que une los ve´rtices 1 y 3, coloca´ndose el eje y perpendicularmente
a e´ste. La velocidad vji tendra´ tres componentes, una en cada eje:
vjix =
∫ ∫
Aj
(x− ξ) · dξdη
r3
(2.31)
vjiy =
∫ ∫
Aj
(y − η) · dξdη
r3
(2.32)
vjiz =
∫ ∫
Aj
z · dξdη
r3
(2.33)
con
r ≡ r ((x, y, z), (ξ, η, 0)) =
√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2 (2.34)
El ca´lculo de estas integrales es complicado y conduce a unas expresiones de
la velocidad que aparecen descritas de modo detallado en la referencia [15],
y a ella nos remitimos. De todos modos, las expresiones completas de la
velocidad, resultado de resolver estas integrales so´lo se usan cuando el punto
donde calculamos la velocidad esta´ cerca del panel. La magnitud que define
el estar cerca o lejos es una de las dimensiones del panel. Nosotros elegimos
como dimensio´n caracter´ıstica su diagonal mayor D. Se consideran tres ex-
presiones distintas de velocidad, en funcio´n de esta magnitud: Las exactas,
una simplificacio´n sustituyendo la densidad uniforme por un cuadripolo, y
una simplificacio´n au´n mayor sustituyendo la densidad uniforme por una sola
fuente. El criterio para elegir una u otra expresio´n es el siguiente:
r ≤ 2.45D formulaciones exactas
2.45D < r < 4.0D expansio´n por un cuadripolo
r ≥ 4.0D expansio´n con un solo polo
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Resultados
La resolucio´n del sistema lineal admite cualquier esquema iterativo, debido
al gran peso de la diagonal. Una vez resuelto e´ste, disponemos del vector de
intensidades, y con e´l del campo de velocidades en todo el entorno del objeto.
La velocidad en un punto p del espacio se obtiene como:
vp =
NBS4∑
j=1
vjpS4 · σj + v∞ (2.35)
Si ese punto es el caracter´ıstico de uno de los paneles, e´sta velocidad se
obtendr´ıa como:
vi = (2π · ni + viS1,i + viS2,i + viS3,i)σi +
NBS4∑
j=1;j =i
vjiS4 · σj + v∞ (2.36)
Conocida la velocidad en un punto, podemos calcular, usando la ecuacio´n de
Bernouilli, su presio´n y su coeficiente de presio´n Cp
Cp = 1−
v2p
v2∞
(2.37)
que es una magnitud muy importante a tener en cuenta en la optimizacio´n
hidrodina´mica de una carena.
2.3.5 Me´todos de paneles de orden alto.
Algunos autores [36] opinan que es inevitable que la aproximacio´n en la que
la superficie del casco es representada por paneles planos de densidad de
fuentes constante acarree errores importantes en zonas de fuerte curvatura,
como el bulbo. Si usamos ma´s paneles para mitigar la influencia de ese tipo
de errores, el tiempo de ca´lculo se dispara y a menudo se vuelve inaceptable.
Incluso a veces, los resultados no son buenos aunque se use un nu´mero de
paneles muy grande. En estos casos conviene plantearse que´ resultados se
obtendr´ıan con un me´todo de orden ma´s alto [16]. Aunque ninguno de estos
me´todos de orden alto ha sido implementado aqu´ı, exponemos sus l´ıneas
generales, dado que aparecen al menos en el co´digo ma´s extendido en este
campo, el SHIPFLOW. Podemos plantearnos dos formas de subir el orden
de la discretizacio´n. Por un lado podemos tratar de evitar la proyeccio´n
sobre un plano de todos los paneles de casco y superficie libre. Por otro lado
podemos suponer una distribucio´n de fuentes por panel que no sea constante.
Estudiemos ambas posibilidades.
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Discretizacio´n de orden alto en la geometr´ıa.
Se supondra´ que el panel es de tipo parabo´lico.
ζ = Z0 + Aξ + Bη + Pξ
2 + 2Qξη + Rη2 (2.38)
Donde estamos usando las coordenadas ξ, η del sistema de coordenadas lo-
cales definido para el me´todo de primer orden. Como se ve, tenemos seis
para´metros libres para la definicio´n parabo´lica de cada panel. Tendremos
que imponer por tanto seis condiciones para calcularlos, y lo haremos de tal
modo que esas condiciones sean lineales en las inco´gnitas para mayor simpli-
cidad. Del hecho de conocer la coordenada ζ de los cuatro ve´rtices del panel,
tenemos cuatro condiciones. Las dos condiciones adicionales consistira´n en
la minimizacio´n del cuadrado de la distancia de M1 puntos vecinos al panel
parabo´lico que definimos de este modo. O sea, se trata de minimizar
J1 =
M1∑
k=1
(
ζk −
[
Z0 + Aξk + Bηk + Pξ
2
k + 2Qξkηk + Rη
2
k
])2
(2.39)
Para ello, haremos cero las derivadas parciales de J1 con respecto a P, y a
R, por ejemplo.
∂J1
∂P
=
M1∑
k=1
[(
ζk − Z0 − Aξk −Bηk − Pξ2k − 2Qξkηk −Rη2k
) (
−ξ2k
)]
= 0
(2.40)
∂J1
∂R
=
M1∑
k=1
[(
ζk − Z0 − Aξk −Bηk − Pξ2k − 2Qξkηk −Rη2k
) (
−η2k
)]
= 0
(2.41)
Y de este modo, lo que tenemos es un sistema lineal de seis ecuaciones con
seis inco´gnitas. En este me´todo, el punto de control es el punto, dentro del
panel parabo´lico, ma´s pro´ximo al origen del sistema de coordenadas locales
del panel, en el me´todo de primer orden. Lo que se hace es un cambio de
referencia poniendo el origen en este nuevo punto. Con ello eliminamos la
constante en la expresio´n del panel, y tambie´n los te´rminos lineales. En este
sistema de coordenadas, la expresio´n de la ζ del panel ser´ıa:
ζ = Pη2 + 2Qξη + Rη2 (2.42)
Sin ma´s que derivar sta expresio´n respecto a ξ y η, hacer el producto vectorial,
y normalizar, tendremos la expresio´n de la normal al panel en cada uno de
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sus puntos.
n (ξ, η) = (nξ, nη, nζ) ==
(
−ζξ
F
,−ζη
F
,− 1
F
)
(2.43)
con
ζξ = 2 (Pξ + Qη) (2.44)
ζη = 2 (Qξ + Rη) (2.45)
F =
√
1 + ζ2ξ + ζ
2
η (2.46)
Como podemos suponer que la componente vertical ζ en el panel, va a ser
pequen˜a respecto a las componentes ξ y η, podemos despreciar su cuadrado
en las sumas con aquellas. Por tanto,
r2 = (x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2 ≈ r2f − 2zζ (2.47)
donde rf es la que aparece definida en 2.34. Y vamos a estudiar un poco la
inversa de r, haciendo un desarrollo en serie de la misma en un entorno del
cero de
(
zζ/r2f
)
.
1
r
=
1
rf
rf
r
rf
r
=
rf√
r2f − 2zζ
=
1√
1− 2zζ
r2
f
1√
1− 2zζ
r2
f
= 1 +
zζ
r2f
+ ... (2.48)
El elemento diferencial de a´rea dS sobre la superficie curvada es:
dS =
√
1 + ζ2ξ + ζ
2
ηdξdη = (1 + 2ψ2) dξdη (2.49)
ψ2 =
(
P 2 + Q2
)
ξ2 + 2 (PQ + QR) ξη +
(
Q2 + R2
)
η2 (2.50)
Discretizacio´n de orden alto en la funcio´n densidad.
Otra parte muy importante, para construir un me´todo de orden alto, pasa no
so´lo por respetar la geometr´ıa, sino tambie´n por reproducir mejor la funcio´n
densidad de fuentes. Para ello, ya no sirve el considerar que la densidad de
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fuentes es constante en cada panel, y parece razonable tener una distribucio´n
que cuando menos, var´ıe linealmente, a lo largo del mismo. Supongamos que
estuvie´semos en el panel j.
σ (ξ, η) = σj + σxξ + σyη (2.51)
El valor de σj es el caracter´ıstico del panel, mientras que los valores de σx
y σy se ajustara´n por mı´nimos cuadrados a los de los M2 paneles vecinos,
con 2M2 = M1. Para ello, minimizaremos el valor de J2, que es la suma
cuadra´tica de las diferencias entre los valores de las intensidades correspon-
dientes a los paneles vecinos con las que tendr´ıan caso de prolongarse la
distribucion lineal del panel j. O sea:
J2 =
M2∑
k=0
[σk − (σj + σxξk + σyηk)]2 (2.52)
donde σ0 = σj. Para minimizar este valor, forzaremos a que las derivadas
parciales respecto a las inco´gnitas sean nulas.
∂J2
∂σx
=
M2∑
k=0
[(σk − σj − σxξk − σyηk) (−ξk)] = 0 (2.53)
∂J2
∂σy
=
M2∑
k=0
[(σk − σj − σxξk − σyηk) (−ηk)] = 0 (2.54)
Resolviendo este sistema lineal, tendremos los valores de las inco´gnitas σx
y σy en el panel j como un sumatorio afectado por unos coeficientes de los
valores de las intensidades en los paneles adyacentes.
σy =
M2∑
k=0
C
(y)
k σk (2.55)
σx =
M2∑
k=0
C
(x)
k σk (2.56)
Tambie´n tendremos que calcular los diferentes momentos de inercia del panel,
para usarlos en el ca´lculo de los potenciales.
Inm =
∫ ∫
Aj
ξnηmdξdη (2.57)
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Teniendo en cuenta todo esto, la expresio´n de los potenciales rec´ıprocos queda
como:
φij =
∫ ∫
Aj
σ
r
dS
=
∫ ∫
Aj
σj + σxξ + σyη
rf
[
1 + z (Pξ2 + 2Qξη + Rη2)
r2f
]
(1 + 2ψ2) dξdη
= σjφ
(0) + σj
(
Pφ(P ) + 2Qφ(Q) + Rφ(R)
)
+ σxφ
(1x) + σyφ
(1y) (2.58)
con
φ(0) =
∫ ∫
Aj
1
rf
dξdη (2.59)
φ(P ) =
∫ ∫
Aj
zξ2
r3f
dξdη (2.60)
φ(Q) =
∫ ∫
Aj
zξη
r3f
dξdη (2.61)
φ(R) =
∫ ∫
Aj
zη2
r3f
dξdη (2.62)
φ(1x) =
∫ ∫
Aj
ξ
rf
dξdη (2.63)
φ(1y) =
∫ ∫
Aj
η
rf
dξdη (2.64)
Por tanto, las velocidades inducidas, en el sitema de coordenadas propio de
el panel de orden alto, sera´n los gradientes de los potenciales que acabamos
de describir:
V (0) = ∇φ(0)
V (P ) = ∇φ(P )
V (Q) = ∇φ(Q)
V (R) = ∇φ(R)
V (1x) = ∇φ(1x)
V (1y) = ∇φ(1y)
Todas estas velocidades inducidas pueden ser calculadas nume´ricamente, y
su significado es el siguiente: V (0) corresponde a un panel plano con densidad
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constante; V (P ), V (Q), y V (R) se deben a la parte parabo´lica de la forma del
panel. V (1x) y V (1y) se deben a la variacio´n lineal de la densidad de fuentes.
De hecho:
V
(1x)
ζ =
∂
∂z
(∫ ∫
Aj
ξ
rf
dξdη
)
= −
∫ ∫
Aj
ξz
r3f
dξdη
= −
∫ ∫
Aj
(
zx
r3f
+
z(ξ − x)
r3f
)
dξdη
= xV
(0)
ζ − zV (0)ξ (2.65)
De modo similar:
V
(1y)
ζ = yV
(0)
ζ − zV (0)η (2.66)
Hab´ıamos visto ya previamente que cuando z → 0, V (0)ζ → 0 para los puntos
fuera de las fronteras del panel, y V
(0)
ζ → 2π para los puntos interiores al
panel. Por tanto V
(1x)
ζ → 0, V (1y)ζ → 0, si z → 0 si el punto P donde estamos
evaluando las velocidades se acerca a un punto en el plano ξη fuera del panel.
Adema´s V
(1x)
ζ → 0, V (1y)ζ → 0 con z → 0 aunque el punto P se acerque al
origen del panel en cuestio´n. Como el punto de control se toma como el
origen y las condiciones de contorno se satisfacen solamente en ese punto de
control, que es donde las componentes ξ y η de las velocidades son nulas,
entonces se concluye que V
(1x)
ζ → 0, V (1y)ζ → 0 si z → 0.
Finalmente la velocidad inducida se escribira´ como:
Vij = V
∗σj +
M2∑
k=1
(
C
(x)
k V
(1x) + C
(y)
k V
(1y)
)
σk (2.67)
con
V ∗ = V (0) + PV (P ) + 2QV (Q) + RV (R) + C(x)0 V
(1x) + C
(y)
0 V
(1y) (2.68)
Estas velocidades rec´ıprocas, en coordenadas locales tienen que ser transfor-
madas en valores globales, para lo cual usaremos la matriz de transformacio´n
ya estudiada: 

V ∗x
V ∗y
V ∗z

 = tT


V ∗ξ
V ∗η
V ∗ζ

 (2.69)
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

V (1x)x
V (1x)y
V (1x)z

 = tT


V
(1x)
ξ
V (1x)η
V
(1x)
ζ

 (2.70)


V (1y)x
V (1y)y
V (1y)z

 = tT


V
(1y)
ξ
V (1y)η
V
(1y)
ζ

 (2.71)
Es importante destacar que en el modelo de primer orden, solo se necesitan
tres integraciones para cada coeficiente de influencia, las velocidades en las
tres direcciones. Sin embargo, en los me´todos de orden alto, se precisan de
hasta 18 integraciones para cada coeficiente de influencia.
Doble modelo.
En el problema del modelo doble sin superficie libre, so´lo se impone la condi-
cio´n de contorno en la superficie mojada del casco.
Desde un punto de vista computacional, las expresiones 2.67 y 2.68, que
nos dan las velocidades rec´ıprocas, deben ser tratadas con un poco ma´s de
detalle. Se necesita de una tabla de ı´ndices vec(j, k) que guarde el ı´ndice,
dentro del gran vector de σ, del vecino k del panel j. Adema´s, el nu´mero
de vecinos depende del panel considerado, pues en los bordes, el nu´mero de
vecinos siempre es ma´s pequen˜o. As´ı , 2.67 y 2.68 se escribir´ıan:
Vij = V
∗
ijσj +
M2j∑
k=1
(
C
(x)
j,k V
(1x)
ij + C
(y)
j,k V
(1y)
ij
)
σvec(j,k) (2.72)
con
V ∗ij = V
(0)
ij + PjV
(P )
ij + 2QjV
(Q)
ij + RjV
(R)
ij + C
(x)
j,0 V
(1x)
ij + C
(y)
j,0 V
(1y)
ij (2.73)
Por tanto, la velocidad total en el punto de control del panel i sera´, en el
problema sin superficie libre:
Vi =
NBS∑
j=1
Vji + V∞ (2.74)
y la condicio´n de impenetrabilidad:
NBS∑
j=1
Vij + V∞

ni = 0 (2.75)
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Para construir la matriz del sistema, el ı´ndice de filas resulta de imponer
esa condicio´n en cada panel. El ı´ndice de columna, como siempre, es el de
la inco´gnita. Vamos a ver con un poquito de detalle la fila 1 para entender
mejor ese proceso de construccio´n.
V1,1n1 + V1,2n1 + ............ + V1,NBSn1 = −V∞n1 (2.76)
pero
V1,1 = V
∗
1,1σ1 +
M21∑
k=1
(
C
(x)
1,kV
(1x)
1,1 + C
(y)
1,kV
(1y)
1,1
)
σvec(1,k) (2.77)
Por tanto, de momento, si llamamos A a la matriz del sistema:
A1,1 = V
∗
1,1n1
A1,vec(1,1) =
(
C
(x)
1,1V
(1x)
1,1 + C
(y)
1,1V
(1y)
1,1
)
n1
......................................
A1,vec(1,M21) =
(
C
(x)
1,M21
V
(1x)
1,M21
+ C
(y)
1,M21
V
(1y)
1,M21
)
n1
Para seguir construyendo esta fila, se trabaja ahora sobre el sumando V1,2n1,
de modo similar. Por u´ltimo, con las dema´s filas, se trabaja de igual manera.
El sistema lineal resultante puede ser resuelto por me´todos iterativos, da-
do que es diagonalmente dominante. La distribucion de velocidades en los
paneles del casco se calcula fa´cilmente, una vez conocido el vector de inten-
sidades. En cuanto a la fuerza hidrodina´mica que actu´a sobre el casco, la
calcularemos calculando previamente los coeficientes adimensionales t´ıpicos
de dicha fuerza. En un panel i cualquiera, se define el coeficiente de presio´n
Cpi como:
Cpi = 1−
(
vi
v∞
)2
(2.78)
La fuerza hidrodina´mica en la direccio´n x, adimensionalizada sera´:
Cx = −
( ∑NBS
i=1
CpinxiAi
)
( ∑NBS
i=1
Ai
) (2.79)
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Esta u´ltima igualdad se deduce de que:
Cx =
Rx
1
2
ρAv2∞
(2.80)
siendo Rx la resistencia en la direccio´n x y A la superficie mojada total, suma
de la de todos los paneles. Como
Rx =
NBS∑
i=1
PinxiAi (2.81)
siendo Pi la presio´n en el panel i. Pero aplicando la ecuacio´n de Bernouilli,
es fa´cil ver que:
Pi =
1
2
ρv2∞Cpi (2.82)
de donde la ecuacio´n 2.79.
Me´todos de orden alto con superficie libre.
Aunque hablaremos ma´s adelante con detalle de la condicio´n de superficie
libre, comentamos ahora que entendido el procedimiento de construccio´n de
la matriz del sistema en el modelo doble, y estando familiarizado con un
metodo de primer orden con superficie libre, la construccio´n de la matriz
del problema es un problema algoritmicamente complejo pero claro. Sin
embargo, no abordaremos el problema de la superficie libre con paneles de
orden alto, en este primer estudio.
2.4 El problema del flujo potencial con su-
perficie libre.
En la superficie libre - z = η(x, y) - deben verificarse simulta´neamente la
condicio´n cinema´tica, y la condicio´n dina´mica.
La condicio´n cinema´tica refleja el hecho de que la velocidad debe ser tangente
a la superficie libre, o lo que es lo mismo, que la superficie libre es l´ınea de
corriente.
∇φ · ∇η = 0 (2.83)
φx · ηx + φy · ηy − φz = 0 (2.84)
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La condicio´n dina´mica consiste en imponer que la presio´n es constante, e
igual a la atmosfe´rica, en toda la superficie libre, independientemente de la
velocidad del punto considerado. Usando la ley de Bernouilli, esto se traduce
en:
g · η + 1
2
·
(
φ2x + φ
2
y + φ
2
z
)
=
1
2
· (∇φ∞)2 (2.85)
Con el me´todo del modelo doble, en la superficie libre sin deformar se verifica
la condicio´n cinema´tica, pero no la condicio´n dina´mica. Aproxima el flujo
real en los casos en que las olas son pequen˜as, o sea a bajos nu´meros de
Froude, o cuerpos sumergidos.
Para valores no despreciables del nu´mero de Froude, se tiene que tener en
cuenta la resistencia por formacio´n de olas, y por tanto, se debe obligar
tambie´n al cumplimiento de la condicio´n de contorno dina´mica en la superficie
libre. Dawson propuso cubrir tambie´n una parte de la superficie del agua con
paneles con singularidades superficiales. El campo de velocidades es entonces
la suma del flujo libre y las velocidades inducidas por todos los paneles, los
del casco, los de su imagen y los de la parte panelizada de la superficie libre.
En cada panel de la superficie libre debe ser impuesta de alguna forma la
condico´n dina´mica, y la cinema´tica, dependiendo de todas las inco´gnitas del
casco y de la superficie libre. Si conseguimos que esa dependencia sea lineal,
llegaremos a un sistema lineal de tantas ecuaciones como inco´gnitas, que
una vez resuelto proporcionara´ la intensidad en cada panel. Conocidas e´stas
tendremos la distribucio´n de velocidades en todo el dominio, y la ola en cada
panel de la superficie libre. Veamos que´ tratamiento reciben esas condiciones
de contorno:
2.4.1 Linealizacio´n de Dawson de la condicio´n de con-
torno.
La inco´gnita es el potencial φ, que aparece de forma claramente no lineal
en la condicio´n dina´mica2.85. Usaremos la linealizacio´n de Dawson [7] para
evitar la nolinealidad en las inco´gnitas. La idea es descomponer el potencial
total en suma de dos potenciales:
φ = φD + ϕ (2.86)
donde
38
φD potencial obtenido en el ca´lculo del flujo en torno al modelo doble con
superficie libre sin deformar.
ϕ potencial debido a las singularidades que se han an˜adido en la superficie
libre.
Sustituyendo η de la ecuacio´n 2.85 en la ecuacio´n 2.84, y usando sub´ındices
para las derivaciones parciales, tendremos:
1
2
·
[
φx ·
(
φ2x + φ
2
y + φ
2
z
)
x
+ φy ·
(
φ2x + φ
2
y + φ
2
z
)
y
]
+ g · φz = 0 (2.87)
Entrando en esta ecuacio´n con la descomposicio´n del potencial enunciada
ma´s arriba tendremos que:
1
2
·


(φDx + ϕx) ·
[
(φDx + ϕx)
2 + (φDy + ϕy)
2 + (φDz + ϕz)
2
]
x
+
(φDy + ϕx) ·
[
(φDx + ϕx)
2 + (φDy + ϕy)
2 + (φDz + ϕz)
2
]
y

+g ·(φDz + ϕz) = 0
(2.88)
Esta condicio´n ha de imponerse en una superficie libre que todav´ıa descono-
cemos y que de hecho es lo que se trata de calcular. Por eso pasamos a
hacer la primera simplificacio´n que consiste en suponer que esa condicio´n de
contorno se verifica en la superficie libre sin deformar, o sea, hacemos z = 0.
Siendo as´ı, es fa´cil ver que la componente z de la velocidad del modelo doble
es nula, dado que es un plano de simetr´ıa. Por tanto, la ecuacio´n anterior se
transforma en:
1
2
·


(φDx + ϕx) ·
[
(φDx + ϕx)
2 + (φDy + ϕy)
2 + ϕ2z
]
x
+
(φDy + ϕx) ·
[
(φDx + ϕx)
2 + (φDy + ϕy)
2 + ϕ2z
]
y

+g·ϕz = 0 (2.89)
Lo siguiente que podemos suponer es que las derivadas sucesivas del potencial
de perturbacio´n son un orden de magnitud ma´s pequen˜o que el potencial
del doble modelo. Por tanto, los sumandos en los que entren dos de estos
te´rminos sera´n despreciados frente a los otros. De este modo, la ecuacio´n
anterior se transforma en:
1
2
·


(φDx + ϕx) ·
[
φ2Dx + 2 · φDx · ϕx + φ2Dy + 2 · φDy · ϕy
]
x
+
(φDy + ϕx) ·
[
φ2Dx + 2 · φDx · ϕx + φ2Dy + 2 · φDy · ϕy
]
y

+ g · ϕz = 0
(2.90)
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12
·


φDx ·
[
φ2Dx + 2 · φDx · ϕx + φ2Dy + 2 · φDy · ϕy
]
x
+
ϕx ·
[
φ2Dx + φ
2
Dy
]
x
+
φDy ·
[
φ2Dx + 2 · φDx · ϕx + φ2Dy + 2 · φDy · ϕy
]
y
+
ϕy ·
[
φ2Dx + φ
2
Dy
]
y
+


+g ·ϕz = 0 (2.91)
Reagrupemos alguno de los te´rminos:
1
2
·


φDx ·
(
φ2Dx + φ
2
Dy
)
x
+ φDy ·
(
φ2Dx + φ
2
Dy
)
y
+
2 · φDx · (φDx · ϕx + φDy · ϕy)x +
2 · φDy · (φDx · ϕx + φDy · ϕy)y +
ϕx ·
(
φ2Dx + φ
2
Dy
)
x
+ ϕy ·
(
φ2Dx + φ
2
Dy
)
y


+ g · ϕz = 0 (2.92)
En un punto de la superficie libre, el vector unitario en la direccio´n de la
corriente del doble modelo en ese punto, vendra´ dado por la normalizacio´n
de la velocidad del doble modelo en ese punto:
ul =

 φDx, φDy√
φ2Dx + φ
2
Dy

 (2.93)
La derivada direccional de una funcio´n escalar cualquiera F , en la direccio´n
de este vector sera´:
Fl = ∇F · ul = (Fx, Fy) · ul = (Fx, Fy) ·

 φDx, φDy√
φ2Dx + φ
2
Dy

 (2.94)
En particular:
φDl = ∇φD ·ul = (φDx, φDy)·ul = (φDx, φDy)·

 φDx, φDy√
φ2Dx + φ
2
Dy

 = √φ2Dx + φ2Dy
(2.95)
Visto esto, analicemos lo que tenemos en la ecuacio´n 2.92, considera´ndolo
sumando a sumando:
φDx ·
(
φ2Dx + φ
2
Dy
)
x
+ φDy ·
(
φ2Dx + φ
2
Dy
)
y
=
φDx · (φ2Dl+)x + φDy · (φ2Dl+)y = (φDx, φDy) · ∇φ2Dl =
∇φ2Dl · (φDx, φDy) ·
√
φ2Dx+φ
2
Dy√
φ2Dx+φ
2
Dy
= ∇φ2Dl · (
φDx,φDy)√
φ2Dx+φ
2
Dy
·
√
φ2Dx + φ
2
Dy =
∇φ2Dl · ul · φDl = (φ2Dl)l · φDl = 2 · φ2Dl · φDll
(2.96)
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Estos dos primeros sumandos se refer´ıan so´lo al potencial del doble modelo.
Veamos los dos siguientes:
2 · φDx · (φDx · ϕx + φDy · ϕy)x + 2 · φDy · (φDx · ϕx + φDy · ϕy)y =
2 · φDl · (φDx,φDy)φDl ·
[
(φDx · ϕx + φDy · ϕy)x , (φDx · ϕx + φDy · ϕy)y
]
=
2 · φDl (φDx · ϕx + φDy · ϕy)l
(2.97)
A su vez, lo que hay en este u´ltimo factor lo podemos ver como:
φDx · ϕx + φDy · ϕy = ·φDl · (φDx, φDy)
φDl
· (ϕx, ϕy) = φDl · ϕl (2.98)
y por tanto, la ecuacio´n 2.97 se convierte en:
2 · φDx · (φDx · ϕx + φDy · ϕy)x + 2 · φDy · (φDx · ϕx + φDy · ϕy)y =
2 · φDl · (φDl · ϕl)l
(2.99)
Llegados a este punto, la ecuacio´n 2.92 se convierte en:
1
2
·

 2 · φ2Dl · φDll + 2 · φDl · (φDl · ϕl)l +
ϕx ·
(
φ2Dx + φ
2
Dy
)
x
+ ϕy ·
(
φ2Dx + φ
2
Dy
)
y

+ g · ϕz = 0 (2.100)
Vamos con los dos u´ltimos sumandos de esta expresio´n:
ϕx ·
(
φ2Dx + φ
2
Dy
)
x
+ ϕy ·
(
φ2Dx + φ
2
Dy
)
y
= ϕx · (φ2Dl)x + ϕy · (φ2Dl)y
2 · ϕx · φDl (φDl)x + 2ϕy · φDl (φDl)y = 2 · φDl ·
[
ϕx · (φDl)x + ϕy · (φDl)y
]
(2.101)
Otra vez, la ecuacio´n 2.92 se convierte en:
φ2Dl · φDll + φDl · (φDl · ϕl)l + φDl ·
[
ϕx · (φDl)x + ϕy · (φDl)y
]
+ g · ϕz = 0
(2.102)
Si desarrollamos la derivada a lo largo de la l´ınea de corriente del doble
modelo, en el segundo sumando de la expresio´n anterior:
φ2Dl · φDll + φDl · φDll · ϕl + φ2Dl · ϕll+
φDl ·
[
ϕx · (φDl)x + ϕy · (φDl)y
]
+ g · ϕz = 0
(2.103)
La condicio´n que aparece en el art´ıculo de referencia de Dawson [7] es:
φ2Dl · φDll + (φ2Dl · ϕl)l + +g · ϕz = 0 (2.104)
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y si desarrollamos aqu´ı la derivada del producto en el segundo sumando:
φ2Dl · φDll + 2 · φDl · φDll · ϕl + φ2Dl · ϕll + g · ϕz = 0 (2.105)
Lo que tiene que suceder para que las ecuaciones 2.103 y 2.105 sean la misma
en el potencial es que:
φDl ·
[
ϕx · (φDl)x + ϕy · (φDl)y
]
= φDl · φDll · ϕl (2.106)
Y aqu´ı es donde esta´ el conocido ”error”de Dawson. Esto ser´ıa cierto si
las l´ıneas de corriente del potencial de perturbacio´n coincidiesen con las del
doble modelo, lo cual en general, no es as´ı.
φDl ·
[
(φDl)x , (φDl)y
]
· (ϕx, ϕy) =
φDl ·
{[
(φDl)x , (φDl)y
]
· (ϕx,ϕy)√
ϕ2x+ϕ
2
y
}
·
√
ϕ2x + ϕ
2
y = φDl · φDll · ϕl
(2.107)
pues √
ϕ2x + ϕ
2
y = ϕl (2.108)
y 

[
(φDl)x , (φDl)y
]
· (ϕx, ϕy)√
ϕ2x + ϕ
2
y

 = φDll (2.109)
Si ahora entramos en 2.105 y reemplazamos ϕ por φ− φD
φ2Dl · φDll + 2 · φDl · φDll · (φl − φDl) + φ2Dl · (φll − φDll) + g · (φz − φDz) = 0
(2.110)
Pero como ya sabemos, esta condicio´n se aplica en el plano de z = 0, donde
el potencial del doble modelo tiene derivada cero en la direccio´n vertical, por
tanto:
φ2Dl · φDll + 2 · φDl · φDll · (φl − φDl) + φ2Dl · (φll − φDll) + g · φz = 0
(2.111)
Desarrollando estas sumas y productos, y reagrupando, llegamos a la cono-
cida condicio´n de superficie libre de Dawson.(
φ2Dl · φl
)
l
+ g · φz = 2 · φ2Dl · φDll (2.112)
o lo que es lo mismo:
2 · φDl · φDll · φl + φ2Dl · φll + g · φz = 2 · φ2Dl · φDll (2.113)
que es con la que realmente trabajaremos.
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2.4.2 Discretizacio´n de la condicio´n de Dawson.
Para poder discretizar estas derivadas, que se refieren a variaciones a lo
largo de las l´ıneas de corriente del flujo del doble modelo, conviene que la
panelizacio´n de la superficie libre se disponga a lo largo de dichas l´ıneas.
El potencial total se puede descomponer en un potencial de perturbacio´n y
en un potencial debido al flujo libre. Es una descomposicio´n diferente a la
realizada en la seccio´n anterior, con vistas ya al ca´lculo del potencial total.
φ = ψ + φ∞ (2.114)
2·φDl ·φDll ·(ψl + φ∞l)+φ2Dl ·(ψll + φ∞ll)+g·(ψz + φ∞z) = 2·φ2Dl ·φDll (2.115)
Como la velocidad del flujo libre no tiene componente vertical en la superficie
libre
φ∞z = 0 (2.116)
Pasamos a la parte derecha de la ecuacio´n los te´rminos conocidos:
2·φDl·φDll·ψl+φ2Dl·ψll+g·ψz = 2·φ2Dl·φDll−2·φDl·φDll·φ∞l−φ2Dl·φ∞ll (2.117)
Vamos a suponer que estamos expresando esta condicio´n en el punto carac-
ter´ıstico de un panel de ı´ndice i de la superficie libre, y llamaremos si a su
coordenada curvil´ınea dentro de la l´ınea de corriente correspondiente. Para
medirla, podemos empezar a proa de la zona mallada de la superficie libre.
Vamos a fijarnos en todo lo que hay en la parte derecha de la ecuacio´n, pues
eso es lo que aparecera´ al final en el te´rmino independiente del sistema lineal.
Te´rmino independiente.
φDli es directamente la velocidad del flujo debido al modelo doble en el punto
caracter´ıstico del panel i, obviando el cambio de signo en el potencial
ya definido en la ecuacio´n 2.95
φDl = ∇φD · ul = (φDx, φDy) · ul = (φDx, φDy) ·
(
φDx,φDy√
φ2Dx+φ
2
Dy
)
=
√
φ2Dx + φ
2
Dy =‖ ∇φD ‖
φDlli es la derivada de la magnitud anterior, a lo largo de una l´ınea de co-
rriente. Para estimarla, usamos diferentes operadores dependiendo de
la posicio´n en la que nos encontremos en la l´ınea:
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1. Si estamos en el primero o u´ltimo punto de una l´ınea de corriente,
directamente, y para evitar reflexiones:
φDlli ≈ 0 (2.118)
2. Si estamos en el segundo o tercer punto de una l´ınea de corriente,
utilizaremos un operador de dos puntos up-wind.
φDlli ≈
φDli+1 − φDli
si+1 − si (2.119)
En esta ecuacio´n, y dada la orientacio´n tomada en los ejes, el
punto i + 1 esta´ ma´s a proa, aguas arriba del punto i.
3. Para los dema´s puntos usaremos un operador up-wind de 4 puntos
disen˜ado por Dawson. Este operador es fuertemente dispersivo, y
evita que se propaguen ondas a proa del buque. El operador es un
promedio de los operadores up-wind de 3 y 4 puntos construidos
por interpolacio´n polino´mica de los puntos, con la notacio´n habi-
tual en funciones de una variable, (xi, yi), (xi+1, yi+1), (xi+2, yi+2),
y (xi, yi), (xi+1, yi+1), (xi+2, yi+2), (xi+3, yi+3) respectivamente.
dy
dx
∣∣∣∣
i
≈ 1
2
d
dx
(
P2 [(xi, yi) , (xi+1, yi+1) , (xi+2, yi+2)] +
P3 [(xi, yi) , (xi+1, yi+1) , (xi+2, yi+2) , (xi+3, yi+3)]
)
(2.120)
Construyendo estos polinomios, y evalua´ndolos en el punto i,
llegamos a la aproximacio´n buscada a la derivada de y en el punto
xi.
yx ≈ CAi · yi + CBi · yi+1 + CDi · yi+2 + CBi · yi+3
CDi =
(xi+1 − xi)2 · (xi+2 − xi)2 (xi+2 − xi+1) · (xi+2 + xi+1 − 2 · xi)
Di
CCi =
(xi+1 − xi)2 · (xi+3 − xi)2 (xi+3 − xi+1) · (xi+3 + xi+1 − 2 · xi)
Di
CBi =
(xi+2 − xi)2 · (xi+3 − xi)2 (xi+3 − xi+2) · (xi+3 + xi+2 − 2 · xi)
Di
CAi = − (CBi + CCi + CDi)
Di = (xi+1 − xi) · (xi+2 − xi) (xi+3 − xi) · (xi+3 − xi+1) ·
(xi+2 − xi+1) · (xi+3 − xi+2) (xi+3 + xi+2 + xi+1 − 3 · xi)
Por tanto, aplicando esto al potencial del doble modelo, ten-
dremos la segunda derivada del mismo a lo largo de una l´ınea
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de corriente. Las derivadas se realizan aqu´ı respecto a la abscisa
curvil´ınea medida a lo largo de esa l´ınea.
φDlli ≈ CAi ·φDli+CBi ·φDli+1+CCi ·φDli+2+CDi ·φDli+3 (2.121)
φ∞li es la proyeccio´n en el punto caracter´ıstico del panel i, de la velocidad
del flujo libre sobre la l´ınea de corriente del modelo doble que pasa por
ese punto.
φ∞li = ∇φ∞ · ul = −V∞ · ul (2.122)
φ∞lli es la derivada de la magnitud anterior, a lo largo de una l´ınea de co-
rriente. Para estimarla, usamos diferentes operadores dependiendo la
posicio´n en la que nos encontremos en la l´ınea, de modo ana´logo a como
hicimos con φDlli .
Matriz del sistema.
Una vez que hemos estudiado co´mo se construye la parte derecha de nuestro
sistema lineal (RHS), la definicio´n, coeficiente a coeficiente de la matriz del
sistema, es ma´s fa´cil de entender. Vayamos te´rmino a te´rmino. Los que se
refieren al potencial del doble modelo ya los hemos estudiado en el apartado
anterior. Veamos so´lo los que se refieren a la parte de perturbacio´n del
potencial total.
ψzi es la componente vertical en el punto caracter´ıstico del panel i, de la
velocidad debida a todas las dema´s fuentes.
ψzi = −
NBS+NFS∑
j=1
σj · vjiz (2.123)
Sin embargo, dentro de esta suma casi todos los te´rminos se anulan.
La contribucio´n debida a los otros paneles de la superficie libre es nula,
pues las fuentes no producen velocidad vertical en puntos que este´n en
su mismo plano, salvo los propios del panel. La contribucio´n debida a
los paneles del doble modelo existe, pero se cancelan unos con otros,
en lo que a la componente vertical respecta, por simetr´ıa respecto al
plano de la flotacio´n. Por tanto, al final, so´lo queda la influencia del
panel sobre si mismo:
ψzi = −2πσi (2.124)
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ψli es la proyeccio´n sobre el unitario en la direccio´n de la l´ınea de corriente
del potencial del doble modelo que pasa por el punto caracter´ıstico del
panel i, de la velocidad debida a todas las dema´s fuentes. Como se
puede observar ma´s abajo, esta expresio´n es lineal en las inco´gnitas,
que son las intensidades en los diferentes paneles. Los coeficientes del
sistema lineal son los coeficientes de esas inco´gnitas. Cada fila del
sistema lineal se forma otra vez a partir de la aplicacio´n de esa condicio´n
en cada uno de los paneles de la superficie libre.
ψli = −
NBS+NFS∑
j=1
σj · vji · ul (2.125)
ψlli es la derivada de la magnitud anterior a lo largo de una l´ınea de corrien-
te. Para calcularla usamos los mismos operadores que en el apartado
anterior. Estos operadores funcionan de modo diferente dependiendo
de la posicio´n del punto en la l´ınea de corriente, pero en cualquiera de
los casos, son lineales respecto a las inco´gnitas.
En la construccio´n de este sistema lineal podemos tener en cuenta el hecho
de que en flujos sin deriva, las intensidades son sime´tricas respecto a cruj´ıa
tambie´n en los paneles de la superficie libre, y por tanto, el taman˜o del
sistema lineal se reduce sensiblemente, y sus coeficientes cambian de modo
similar a como lo hac´ıan en el caso del flujo sin superficie libre. As´ı, podemos
definir:
vjiS2 = vji + vjS1,i (2.126)
donde:
iS1 sime´trico del panel i respecto a cruj´ıa en la discretizacio´n de la superficie
libre.
NFS2 mitad de los paneles de la discretizacio´n de ls superficie libre, NFS/2.
Resultados
La resolucio´n del sistema lineal exige un ana´lisis ma´s detallado que en el
problema del modelo doble. La matriz sigue siendo llena, y la parte de esta
matriz que se refiere a la condicio´n de superficie libre no es diagonalmente
dominante. Eso dificulta en muchos casos la convergencia de los me´todos
iterativos. Por tanto, y dado que estos son mucho ma´s ra´pidos, la idea
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es intentarlo con un esquema de este tipo ( se han probado varios ) y si
no conseguimos que haya convergencia, se pasa a un me´todo directo. La
descomposicio´n LU es la ma´s eficiente dentro de esta familia de me´todos
directos, pues no exige el almacenamiento en memoria de ninguna matriz
auxiliar. A veces conviene recordar que hay dos problemas computacionales
grandes con estos me´todos, uno es el tiempo de ca´lculo, y otro la necesidad
de almacenar en memoria grandes matrices llenas.
Una vez resuelto este problema lineal, disponemos del vector de intensidades,
y con e´l del campo de velocidades en todo el entorno del objeto. La velocidad
en un punto p del espacio se obtiene como:
vp =
NBS4∑
j=1
vjpS4 · σj +
NBS+NFS2∑
j=NBS+1
vjpS2 · σj + v∞ (2.127)
Si ese punto es el caracter´ıstico de uno de los paneles, e´sta velocidad se
obtendr´ıa, para un panel del casco, como:
vi = (2π · ni + viS1,i + viS2,i + viS3,i)σi+
NBS4∑
j=1;j =i
vjiS4·σj+
NBS+NFS2∑
j=NBS+1
vjiS2·σj+v∞
(2.128)
y para un panel de la superficie libre:
vi =
NBS4∑
j=1
vjiS4 · σj + (2π · ni + viS1,i)σi +
NBS+NFS2∑
j=NBS+1,j =i
vjiS2 · σj + v∞ (2.129)
Conocida la velocidad en un punto, podemos calcular, igual que en el caso
anterior, 2.37, usando la ecuacio´n de Bernouilli, su presio´n y su coeficiente
de presio´n Cp
Cp = 1−
v2p
v2∞
que es una magnitud muy importante a tener en cuenta en la optimizacio´n
hidrodina´mica de una carena.
2.4.3 Linealizacio´n de Bruzzone de la condicio´n de con-
torno.
Con esta nueva formulacio´n, se trata de evitar el tener que construir la dis-
cretizacio´n de la superficie libre a partir de l´ıneas de corriente del modelo
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doble, ver [5]. Ese procedimiento es muy lento, y adema´s las l´ıneas de co-
rriente son dif´ıciles de construir. Veamos co´mo lo hacemos:
Por un lado descomponemos el potencial total en una parte correspondiente
al modelo doble, y un potencial de perturbacio´n debido a la existencia de
singularidades en la superficie libre.
φ = φD + ϕ (2.130)
Hacemos lo mismo con la elevacio´n. La descomponemos en la elevacio´n de
Bernouilli del doble modelo, y la elevacio´n que se introduce al considerar
tambie´n singularidades en la superficie libre.
η = ηD + η0 (2.131)
Por u´ltimo, descomponemos el potencial total en la parte correspondiente
al potencial del flujo libre, y al potencial debido a la existencia del modelo
doble y de la superficie libre.
φ = φ∞ + ψ (2.132)
Si entramos en (2.85) tendremos que:
η =
1
2g
(
(∇φ∞)2 − (∇φD +∇ϕ)2
)
(2.133)
Si desarrollamos esta expresio´n:
η =
1
2g
(
(∇φ∞)2 − (∇φD)2 − 2∇φD∇ϕ− (∇ϕ)2
)
(2.134)
Como suponemos que las velocidades debidas al potencial de perturbacio´n
son mucho menores que las del doble modelo, la expresio´n anterior queda
como:
η =
1
2g
(
(∇φ∞)2 − (∇φD)2 − 2∇φD∇ϕ
)
(2.135)
pero
ηD =
1
2g
(
(∇φ∞)2 − (∇φD)2
)
(2.136)
por tanto:
η = ηD − ∇φD∇ϕ
g
(2.137)
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η0 = −∇φD∇ϕ
g
(2.138)
De este modo hemos conseguido linealizar la condicio´n dina´mica. Podemos
trabajar de modo similar con la condicio´n cinema´tica (2.84)
(φDx + φ0x) (ηDx + η0x)+ (φDy + φ0y) (ηDy + η0y)− (φDz + φ0z) = 0 (2.139)
Podemos eliminar los te´rminos en los que los dos factores son de un orden
de magnitud menor:
φ0xη0x + φ0yη0y
(φDx + φ0x) ηDx + (φDy + φ0y) ηDy + φDxη0x + φDyη0y − (φDz + φ0z) = 0
(2.140)
Como las derivadas respecto a z para z = 0, tanto del potencial del doble
modelo, como de las elevaciones son 0, podemos escribir la expresio´n anterior
como:
(∇φD +∇φ0) (∇ηD) +∇φD∇η0 − (φDz + φ0z) = 0 (2.141)
O, lo que es lo mismo:
∇φ∇ηD +∇φD∇η0 − φz = 0 (2.142)
Usemos ahora la otra descomposicio´n que hab´ıamos hecho del potencial total
(∇φ∞ +∇ψ) (∇ηD) +∇φD∇η0 − (ψz + φ∞z) = 0 (2.143)
Pero la componente en z de la velocidad del flujo libre es nula. Por tanto, la
ecuacio´n anterior queda como:
(∇φ∞ +∇ψ) (∇ηD) +∇φD∇η0 − ψz = 0 (2.144)
Pasando a la derecha los te´rminos conocidos:
∇ψ∇ηD +∇φD∇η0 − ψz = −∇φ∞∇ηD (2.145)
Conviene detenerse en el te´rmino ∇η0 de la ecuacio´n anterior. De (2.138),
calculando el gradiente, tendremos que:
∇η0 = ∇
(
−∇φD∇ϕ
g
)
(2.146)
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si desarrollamos:
ϕ = φ− φD = φ∞ + ψ − φD (2.147)
Por tanto:
∇η0 = 1
g
∇ (∇φD∇φD −∇φ∞∇φD −∇φD∇ψ) (2.148)
Si ahora entramos en (2.145) y pasamos a la derecha los te´rminos conocidos,
tendremos:
−∇φD
g
∇ (∇φD∇ψ) +∇ψ∇ηD − ψz = −∇φD
g
∇ (∇φD∇φD −∇φ∞∇φD)−∇φ∞∇ηD
(2.149)
Para que todo quede en funcio´n del potencial, tenemos que quitar de la
expresio´n anterior la ola de Bernouilli. Para ello, tenemos que entrar en
(2.136), y calcular su gradiente.
∇ηD = 1
2g
∇
(
(∇φ∞)2 − (∇φD)2
)
(2.150)
∇ηD = −
∇
(
(∇φD)2
)
2g
= −∇
(
φ2Dx + φ
2
Dy + φ
2
Dz
)
2g
(2.151)
Para derivar, tendre´mos en cuenta, que todas las derivadas respecto a z del
potencial del doble modelo en z = 0 son nulas, as´ı como las cruzadas. Por
tanto, ahorra´ndonos algunos pasos intermedios llegamos a:
∇ηD = −(φDxφDxx + φDyφDxy, φDxφDxy + φDyφDyy, 0)
g
(2.152)
Si llamamos:
a = φDxφDxx + φDyφDxy (2.153)
b = φDxφDxy + φDyφDyy (2.154)
Tendremos:
∇ηD = −(a, b, 0)
g
(2.155)
Si entramos en (2.149)
∇φD∇ (∇φD∇ψ) +∇ψ (a, b, 0) + gψz = ∇φD∇ (∇φD∇φD −∇φ∞∇φD)−∇φ∞ (a, b, 0)
(2.156)
Vamos a fijarnos en un par de sumandos de esta expresio´n.
∇φD∇ (∇φD∇ψ) = ∇φD∇ (φDxψx + φDyψy + φDzψz) (2.157)
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Si volvemos a asumir que las derivadas respecto a z del potencial del doble
modelo, y sus cruzadas son nulas, tendremos:
∇φD∇ (∇φD∇ψ) = aψx + bψy + (φDx)2 ψxx + (φDy)2 ψyy + 2φDxφDyψxy
(2.158)
Esto mismo lo podemos repetir con otro sumando importante de (2.156)
∇φD∇ (∇φD∇φD −∇φ∞∇φD) = ∇φD∇
(
φ2Dx + φ
2
Dy + φ
2
Dz − φ∞xφDx − φ∞yφDy
)
(2.159)
Trabajando sobre esta expresio´n con las mismas consideraciones en lo que
respecta a las derivadas en z
∇φD∇ (∇φD∇φD −∇φ∞∇φD) = 2aφDx + 2bφDy − aφ∞x − bφ∞y (2.160)
Entramos con todo esto en (2.156).
2aψx + 2bψy + (φDx)
2 ψxx + (φDy)
2 ψyy + 2φDxφDyψxy + gψz =
2a (φDx − φ∞x) + 2b (φDy − φ∞y)
(2.161)
que es ba´sicamente igual a la condicio´n (9) de la referencia [5], so´lo que aqu´ı
consideramos que pueda haber deriva, teniendo en cuenta que la componente
y de la velocidad del flujo libre pueda ser distinta de cero.
Como se ve, la expresio´n anterior es lineal en las inco´gnitas, que son aque-
llos te´rminos en los que aparece ψ. Sin embargo, hay te´rminos en los que
aparecen derivadas segundas de alguno de los potenciales respecto a la di-
reccio´n x y a la direccio´n y. Estas derivadas segundas, hay que calcularlas
mediante operadores en diferencias, para lo cual, hay que tener en esa di-
reccio´n siguientes y anteriores. Sin embargo, esto no es posible, porque la
discretizacio´n que hemos hecho de la superficie libre no es cartesiana, sino
que probablemente procedera´ de una generacio´n el´ıptica, o cualquier otro
tipo de sistema. Veamos co´mo convertimos esa informacio´n en derivadas en
las direcciones x, y y co´mo discretizamos la ecuacio´n 2.161.
2.4.4 Derivacio´n nume´rica y condicio´n de radiacio´n en
la formulacio´n de Bruzzone.
Derivar nume´ricamente consiste en usar la discretizacio´n espacial para eva-
luar los incrementos. La discretizacio´n que realizamos en la superficie libre
no sigue ni la direccio´n x, ni la direccio´n y. Por tanto, para obtener estas
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derivadas tenemos que transformar las derivadas en las direcciones de la ma-
lla en derivadas en x y en y. Si llamamos a las direcciones en la malla de
la superficie libre longitudinal l, y transversal t, tendremos que, siendo F un
campo escalar en IR3, se tiene que:
∂F
∂x
=
∂F
∂l
∂l
∂x
+
∂F
∂t
∂t
∂x
(2.162)
∂F
∂y
=
∂F
∂l
∂l
∂y
+
∂F
∂t
∂t
∂y
(2.163)
Podemos decir por tanto que:
∂
∂x
=
∂
∂l
∂l
∂x
+
∂
∂t
∂t
∂x
(2.164)
∂
∂y
=
∂
∂l
∂l
∂y
+
∂
∂t
∂t
∂y
(2.165)
Si llamamos: (
cxl cxt
cyl cyt
)
=

 ∂l∂x ∂t∂x
∂l
∂y
∂t
∂y

 (2.166)
Imaginemos que tenemos una malla de la superficie libre. En esta malla
estructurada tenemos en cada punto caracter´ıstico dos direcciones, una lon-
gitudinal, y otra transversal (fig 2.2).
Las derivadas longitudinal y transversal lo son a lo largo de la l´ınea que
une los puntos caracter´ısticos de los paneles tanto en una como en otra di-
reccio´n. Hemos conseguido transformar las derivadas en x e y en derivadas
en estas direcciones. Para poder realizar estos cambios tenemos que calcular
los coeficientes 2.166
(
cxl cxt
cyl cyt
)
=

 ∂l∂x ∂t∂x
∂l
∂y
∂t
∂y


Supongamos otra vez que F es un campo escalar en IR3. Veamos las derivadas
al reve´s:
∂F
∂l
=
∂F
∂x
dx
dl
+
∂F
∂y
dy
dl
(2.167)
∂F
∂t
=
∂F
∂x
dx
dt
+
∂F
∂y
dy
dt
(2.168)
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y
Figura 2.2: Direcciones principales en la superficie libre.
Escrito en forma matricial
 ∂F∂l
∂F
∂t

 =

 dxdl dydl
dx
dt
dy
dt

 ·

 ∂F∂x
∂F
∂y

 (2.169)
Pero nosotros buscamos exactamente la expresio´n inversa. O sea, que si
llamamos
A =

 dxdl dydl
dx
dt
dy
dt

 (2.170)
tendremos A−1 tal que:

 ∂F∂x
∂F
∂y

 = A−1 ·

 ∂F∂l
∂F
∂t

 (2.171)
Si conocemos la matriz A en cada punto, su inversa se evalu´a directamente.
Pero derivar nume´ricamente a lo largo de las direcciones longitudinal y trans-
versal equivale a hacer cocientes incrementales en los que en el numerador
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aparece algo del tipo ∆F y en el denominador ∆l y ∆t, donde l y t se refieren
a los arcos medidos sobre estas curvas. Si escribimos cada una de estas cur-
vas parametrizadas por sus arcos -la longitudinal (x(l), y(l)) y la transversal
(x(t), y(t)) 4 - en realidad es fa´cil ver que en un punto determinado(
dx
dl
dy
dl
)
(
dx
dt
dy
dt
)
representan los vectores tangentes unitarios a lo largo de ambas direcciones.
Lo que haremos para evaluar estos vectores tangentes es definir splines cu´bicos
para´metricos a lo largo de las direcciones longitudinal y transversal. El
para´metro no sera´ el arco, sino directamente el ı´ndice de cada punto dentro
de la l´ınea en la que se encuentre. Esta es una te´cnica habitual en disen˜o
gra´fico, muy estable, robusta y precisa. De este modo, el vector tangente se
calcula obteniendo en cada punto las derivadas de cada uno de los splines
asociados a cada una de las componentes. Se normaliza y tenemos ya los
vectores anteriores e invirtiendo:(
cxl cxt
cyl cyt
)
= A−1
Veamos ahora co´mo estimamos las derivadas
 ∂F∂l
∂F
∂t


Si estamos en un punto caracter´ıstico de un panel de la superficie libre (ver
fig. 2.2), y queremos estimar una de las dos derivadas anteriores de una fun-
cio´n cualquiera F , tendremos que elegir los operadores discretos para dichas
derivaciones.
Previamente necesitamos medir la abscisa curvil´ınea en ambas direcciones.
Para esto u´ltimo, como conta´bamos previamente nos apoyamos en la defini-
cio´n mediante splines cu´bicos de estas l´ıneas. Medir arcos equivale a integrar
el mo´dulo de la tangente de la curva parametrizada, y eso es relativamente
sencillo cuando se usan splines. En lo que se refiere a las derivadas en la di-
reccio´n longitudinal usaremos el operador up-wind de Dawson para imponer
4Aqu´ı estamos abusando de la notacio´n, pues las curvas (x(l), y(l)), (x(t), y(t)) siendo
distintas no deber´ıamos notarlas igual.
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Figura 2.3: Operadores en la superficie libre.
de modo nume´rico la condicio´n de radiacio´n. Este operador se ha descrito
ya en la ecuacio´n 2.121 y anteriores, y no insistiremos ma´s en e´l.
Las derivadas transversales tienen ma´s intere´s. Se han hecho pruebas con
diferentes operadores. Aqu´ı ya no tiene sentido hablar de up-wind, as´ı que
distinguiremos entre operadores que miran hacia el casco, o que miran hacia
el mar. Se han hecho pruebas con operadores de dos puntos en ambas direc-
ciones, de tres puntos centrado, y se ha usado el mismo operador de Dawson
probando en ambas direcciones. En las geometr´ıas ma´s sencillas la diferen-
cias eran inapreciables, pero en un velero con quilla con bulbo y navegando
derivado y escorado, fue el de Dawson mirando hacia el mar el que mejores
resultados dio. De hecho la explicacio´n es la misma que en el de las derivadas
longitudinales. Cuando miramos hacia el mar en la parte de proa, estamos
construyendo en realidad un operador up-wind, pues la informacio´n procede
de donde viene la corriente (ver fig. 2.3).
55
2.4.5 Discretizacio´n de la condicio´n de Bruzzone.
Para discretizar (2.161) seguiremos un proceso muy similar al empleado para
discretizar la condicio´n original de Dawson, (2.112). Empezamos por dis-
cretizar la geometr´ıa. As´ı, realizamos un mallado superficial de toda la care-
na -no so´lo la obra muerta-, y de una parte de la superficie libre en torno a la
carena. Supondremos planos cada uno de esos paneles siguiendo un me´todo
de proyeccio´n ana´logo al estudiado en 2.3.4. Volvemos a elegir como sin-
gularidades un conjunto de fuentes superficiales distribuidas por todos estos
paneles planos. Supondremos otra vez que en cada uno de estos paneles la
densidad es constante, y por tanto, reducimos el problema a encontrar el valor
de estas constantes. Sabemos que el potencial correspondiente al flujo libre
estara´ incorporado al flujo base (2.132). As´ı, el potencial de perturbacio´n ψ,
en un punto gene´rico p, se escribira´, antes de la discretizacio´n como:
ψ(p) =
∫ ∫
BS∪FS
σ(q)
r(p, q)
dS (2.172)
y despue´s, como siempre, la integral deviene sumatorio de integrales ma´s
sencillas:
ψ(p) =
NBS+NFS∑
i=1
σj
∫ ∫
Ai
1
r(p, q)
dS (2.173)
donde Ai representa el cuadrila´tero correspondiente al panel i. Lo que nos
interesa no es tanto el potencial como su gradiente. Adema´s, resulta in-
teresante, a efectos de discretizar, conocer el gradiente de este potencial de
perturbacio´n en el punto caracter´ıstico de un panel gene´rico j. Si llamamos
pj a este punto caracter´ıstico, tendremos que:
∇ψ(pj) =
NBS+NFS∑
i=1
σj
∫ ∫
Ai
∇
(
1
r(pj, q)
)
dS (2.174)
Como sabemos, una de estas integrales tiene una singularidad, al hacerse
nulo el denominador cuando estamos evaluando dicha integral en el propio
panel j. Sin embargo, pasando al l´ımite hemos visto ya que esa singularidad
es evitable, y que la integral es calculable. As´ı, la expresio´n de ese sumatorio
queda:
∇ψ(pj) = −2πσi · nj +
NBS+NFS∑
i=1,i=j
σj
∫ ∫
Ai
∇
(
1
r(pj, q)
)
dS (2.175)
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Como la velocidad es el gradiente negativo del potencial, podemos retomar
la ecuacio´n 2.23, para escribir
∇ψ(pj) = −2πσj · nj −
NBS+NFS∑
i=1,i=j
σi · vij (2.176)
o, definiendo tambie´n:
vjj = 2π · nj (2.177)
Si adema´s hablamos directamente del potencial en j, y definimos N = NBS+
NFS tendremos la expresio´n del potencial ma´s compacta todav´ıa:
∇ψj = −
N∑
i=1
σi · vij (2.178)
Si seguimos esta misma notacio´n con todos los potenciales, tendremos que
2.161 se convierte en el panel j en:
N∑
i=1
σi ·


2a · vijx + 2b · vijy + (φDx)2 (cxl · vijxl + cxt · vijxt)+
(φDy)
2
(
cyl · vijyl + cyt · vijyt
)
+
2φDxφDy (cyl · vijxl + cyt · vijxt) + gψz

 =
−2a (φDx − φ∞x)− 2b (φDy − φ∞y) (2.179)
Donde para calcular los coeficientes a y b se ha derivado usando los mismos
coeficientes de transformacio´n de derivadas:
φDxx = cxl · φDxl + cxt · φDxt (2.180)
φDxy = cyl · φDxl + cyt · φDxt (2.181)
φDyy = cyl · φDyl + cyt · φDyt (2.182)
Si consideramos que el sistema lineal es el siguiente:
A · σ = B (2.183)
Con A matriz de coeficientes, σ vector de inco´gnitas, y B, vector de te´rminos
independientes, tendremos que:
Aji = 2a · vijx + 2b · vijy + (φDx)2 (cxl · vijxl + cxt · vijxt) +
(φDy)
2
(
cyl · vijyl + cyt · vijyt
)
+
2φDxφDy (cyl · vijxl + cyt · vijxt) + gψz (2.184)
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y
Bj = −2a (φDx − φ∞x)− 2b (φDy − φ∞y) (2.185)
con a, b, φDx, etc. evaluadas en el punto caracter´ıstico del panel j.
Caso de que el flujo sea sime´trico, haremos consideraciones semejantes a las
que hicimos en 2.4.2 . Como antes explicamos, todas estas consideraciones
se basan en una idea muy sencilla. Si tenemos un sistema lineal

 a11 a12 a13a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ·

 αβ
γ

 =

 b1b2
b3


y sabemos que por simetr´ıa β = α, entonces el sistema lineal se transforma
en uno ma´s sencillo de coeficientes:(
a11 + a12 a13
a31 + a32 a33
)
·
(
α
γ
)
=
(
b1
b3
)
Por tanto, la simetr´ıa so´lo es interesante a efectos computacionales, pero no
introduce niguna novedad a efectos teo´ricos. De todos modos se implementa
de modo separado el caso habitual sime´trico dado que reduce por cuatro el
taman˜o de la matriz del sistema, y ma´s o menos en el mismo orden el tiempo
de ca´lculo.
2.4.6 Comparacio´n de resultados entre las condiciones
de Dawson y Bruzzone.
Se trata en esta seccio´n de comparar los resultados de los dos me´todos lineales
explicados. Para ello usaremos una forma estandar, la S60. Compararemos
los dos me´todos entre si, con datos reales [46], y con ca´lculos lineales proce-
dentes del proyecto Bajel de validacio´n de CFD. Lo haremos a dos nu´meros
de Froude a los que se suele estudiar este modelo, 0.160 y 0.316.
Froude=0.160
Los ca´lculos a nu´mero de Froude bajo son mucho ma´s delicados que a nu´mero
de Froude moderado. La longitud de la ola asociada a una determinada
velocidad es:
λ =
2πv2
g
(2.186)
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Podemos poner esta ecuacio´n en funcio´n del nu´mero de Froude y de la eslora:
λ = 2πF 2nL (2.187)
Para el S60, la eslora vale:
L = 121.92
Por tanto, para este nu´mero de Froude, la longitud de onda propia vale:
λ = 19.61m
Esto significa que en la eslora del barco tendremos 6.2 olas. Si por cada ola
necesitamos 15 paneles, tendremos del orden de 90 paneles por eslora. Si
en total la malla mide 2.5 esloras, tendremos 225 paneles por cada l´ınea. Si
ahora nos vamos a 10 l´ıneas de paneles, que es lo mı´nimo, tendremos 2250
paneles en la flotacio´n. En realidad son el doble, pero se quedan en 2250 si
usamos la simetr´ıa del problema. O sea, que la malla es muy fina. De hecho,
los resultados son dependientes de la malla. En la figura 2.4 aparece la malla
en cuestio´n.
Esta panelizacio´n se realiza mediante l´ıneas de corriente del modelo doble.
Los resultados referidos a la distribucio´n del velocidades en la superficie libre
se representan en la la figura 2.5, donde se aprecia la gran cantidad de oscila-
ciones. Como sabemos elevacio´n y velocidad esta´n directamente relacionadas
a trave´s de la ecuacio´n de Bernouilli. Presentamos ahora el mallado del cas-
co, de la superficie libre, y los resultados obtenidos con la formulacio´n lineal
alternativa, (ver seccio´n 2.4.3) y figuras 2.6, 2.7, 2.12. Estas mallas han sido
realizadas con el programa GID. Adema´s, presentamos una comparacio´n de
los perfiles de ola ma´s pro´ximos al casco, la seccio´n 0.0755L, figura 2.9. Los
resultados del corte de ola para esta seccio´n son bastante malos, sobre todo
el segundo pico. No hemos conseguido encontrar explicacio´n, pero hemos
verificado que los co´digos del canal de Wageningen y el Shipflow tienen el
mismo problema.
Froude=0.316
A este nu´mero de Froude los resultados son bastante mejores. Presentamos
el mismo corte de ola en la figura 2.10. Se aprecia la buena coincidencia
con los datos experimentales para las dos posibilidades. Si el buque tuviese
una flotacio´n ma´s complicada, con una entrada y salida ma´s angulosa, el
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Figura 2.4: Malla superficie libre S60 a Fn = 0.160.
60
Figura 2.5: Velocidades en la superficie libre S60 a Fn = 0.160. Me´todo de
Dawson.
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Figura 2.6: Mallado del casco, S60.
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Figura 2.7: Malla de la superficie libre S60 a Fn = 0.160. Me´todo de Bruz-
zone.
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Figura 2.8: Velocidades en la superficie libre S60 a Fn = 0.160. Me´todo de
Bruzzone.
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Figura 2.9: Comparacio´n secciones longitudinales ,y = 0.0755L, Fn = 0.160.
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Figura 2.10: Comparacio´n secciones longitudinales ,y = 0.0755L, Fn = 0.316
ca´lculo de las l´ıneas de corriente del modelo doble no es tan sencillo como
para el serie 60. Por esto, dado que los resultado son muy similares, y dado
que la panelizacio´n sin utilizar l´ıneas de corriente es mucho ma´s sencilla, nos
decantamos por la linealizacio´n de Bruzzone y es la que usaremos a partir de
ahora para todos los estudios. Las panelizaciones son las mismas que para el
nu´mero de Froude bajo, pues es e´ste el que marca la situacio´n ma´s cr´ıtica.
Presentamos los resultados correspondientes a las velocidades en la superficie
libre para los dos casos en las figuras 2.11 y 2.12.
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Figura 2.11: Velocidades en la superficie libre S60 a Fn = 0.316. Me´todo de
Dawson.
67
Figura 2.12: Velocidades en la superficie libre S60 a Fn = 0.316. Me´todo de
Bruzzone.
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Cap´ıtulo 3
Flujos en popas con espejo.
3.1 Introduccio´n
Los me´todos descritos hasta ahora son adecuados para barcos con popas
redondeadas, pero no son los ma´s convenientes cuando se trata de describir
el flujo en torno a la mayor´ıa de los buques modernos, que tienen popa de
espejo (transom stern). El flujo en la parte de popa en este tipo de buques
tiene una serie de particularidades que conviene estudiar con detalle, y que
exigen una modificacio´n de las condiciones de contorno en esa zona, y en la
mayor parte de los casos, tambie´n de la forma en que panelizamos la parte
de popa. Hay que decir que localmente, el flujo en popa esta´ dominado por
efectos viscosos, pero globalmente, es importante modelar correctamente la
forma de las olas en esa parte de la superficie libre, y eso s´ı que admite un
tratamiento razonablemente bueno desde la teor´ıa potencial, como veremos
en las siguientes secciones. Pasamos a estudiar los feno´menos f´ısicos que
aparecen en este tipo de flujos.
3.2 Feno´menos f´ısicos involucrados.
En los barcos con popa de espejo, se pueden distinguir tres tipos de flujos.
1. El flujo convencional con popa de espejo seca que es similar al flujo en
buques con popa de crucero. La popa de espejo esta´ completamente
por encima de la superficie libre y no interviene de modo relevante en
el flujo.
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Figura 3.1: Flujo convencional.
2. El flujo con espejo seco (”dry transom stern flow”), que ocurre en espe-
jos sumergidos a una velocidad lo suficientemente alta como para que
el flujo y la superficie libre se separen del casco en la arista entre el
espejo y el fondo. De hecho, el espejo no se moja.
3. El flujo convencional con popa de espejo mojada (”dead water flow”),
que se produce en espejos sumergidos a baja velocidad. Detra´s del
espejo tenemos flujo turbulento. El fluido sigue al casco, y no al resto
del flujo.
El que se tenga un flujo u otro depende de las formas del buque, del calado
en el espejo y de la velocidad. A veces pueden combinarse, con posibilidades
diferentes si nos movemos en la manga en el espejo.
3.2.1 Flujo convencional con popa de espejo seca.
Consideremos en primer lugar lo que sucede si el espejo esta´ muy por encima
de la flotacio´n. El flujo se adapta para dejar tangencialmente y a presio´n
ambiente el casco, ver figura 3.1.
3.2.2 Flujo con popa de espejo seca.
Si el punto de desprendimiento se mueve hacia atra´s acabara´ llegando al
borde del espejo, y el re´gimen del flujo cambia. Esto sucedera´, bien porque
el espejo no este´ tan alto, bien porque al aumentar la velocidad, el buque
trime de popa. En este borde se siguen verificando las condiciones dina´mica
y cinema´tica de superficie libre lo que quiere decir que la pendiente de las
lineas de corriente en el borde del espejo debera´ ser la de la prolongacio´n del
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Figura 3.2: Flujo con espejo seco.
fondo que muere en el espejo, y la velocidad tendra´ como mo´dulo aquel que
garantice que la profundidad en esa zona va a ser la del espejo. Para que
la presio´n hidrodia´mica contrarreste la presio´n hidrosta´tica, se debe verificar
que:
1−
(
V
V∞
)2
=
gηtr
1
2
V 2∞
=
2
Fn2tr
(3.1)
con
Fntr =
V∞√
gηtr
(3.2)
donde ηtr es el calado significativo del espejo y Fntr es el nu´mero de Froude
basado en ese calado.
Para un espejo con un calado grande, la presio´n hidrosta´tica es positiva, por
lo que debera´ ser compensada con una presio´n hidrodina´mica negativa, lo
que se consigue con una zona de alta curvatura justo a popa del espejo seco,
ver figura 3.2.
Para un espejo que esta´ por encima de la flotacio´n, la presio´n hidrosta´tica
es negativa y por tanto las l´ıneas de corriente abandonan el espejo con pen-
dientes positivas en el plano xz, aunque si la altura es grande, dichas l´ıneas
se desprenden antes, dando lugar a un flujo como el descrito en el apartado
anterior.
No esta´ claro en que´ momento suceden esas transiciones, e incluso se pro-
ducen feno´menos de histe´resis al cambiar de un re´gimen a otro. No se cambia
a la misma velocidad al acelerar que al decelerar. Estos feno´menos no esta´n
suficientemente estudiados, aunque la zona de desprendimiento sucede para
un nu´mero de Froude en el espejo Fntr, entre tres y cuatro.
71
Figura 3.3: Flujo con popa de espejo mojada.
3.2.3 Flujo con popa de espejo mojada.
Cuando el calado del espejo es muy grande, o la velocidad ha bajado lo
suficiente, la curvatura de las l´ıneas de corriente debe crecer. La ola rompe
a poca distancia de la popa, produciendo un burbujeo. Si la velocidad baja
ma´s, o el calado sube, las l´ıneas se pegan a la popa, produciendo una zona
de velocidades relativas nulas, dado que se produce una separacio´n del flujo
en el espejo, ver figura 3.3. Este tipo de flujo no puede ser abordado con
me´todos puramente potenciales, dada la relevancia de los efectos viscosos.
3.3 Modelo matema´tico y revisio´n de traba-
jos realizados.
Nos centramos en el caso de flujo con popa de espejo seca. Como sabemos, en
este tipo de flujos se produce una separacio´n suave de las l´ıneas de corriente
en la popa. La forma en que se produce esta separacio´n recuerda a la del
borde de salida de un perfil aerodina´mico. De hecho, en el l´ımite se produce
sustentacio´n y el buque empieza a planear. Este l´ımite parece sugerir que
es necesario modelar esa sustentacio´n para tener una solucio´n adecuada del
problema, como afirman Telste y Reed [45],[41]. Existe un trabajo previo
importante en este sentido, el de Tulin y Hsu[47].
Tulin y Hsu desarrollaron un modelo para buques esbeltos de alta velocidad
con popas de espejo. Suponiendo que tanto la manga como el calado eran
pequen˜os comparados con la eslora, y estudiando el problema asinto´tico del
nu´mero de Froude tendiendo a infinito, fueron capaces de reducir el proble-
ma tridimensional a una serie de problemas bidimensionales en cada una de
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las secciones transversales. Cada uno de estos problemas bidimensionales
es similar al correspondiente a un problema de perfiles finos bidimensional.
En la superficie libre colocaban una estela de vo´rtices en la parte de popa
del buque, para satisfacer la condicio´n de contorno de la superficie libre en
esa zona, que es equivalente a la condicio´n de Kutta aplicada al borde de
salida de un ala. El resultado ma´s relevante de este modelo es la aparicio´n
de una resistencia an˜adida debida a esta capa de torbellinos, similar a la que
aparece por el desprendimiento de estos torbellinos en el ana´lisis de perfiles
aerodina´micos.
Sin embargo, la condicio´n de contorno que debe ser aplicada en este caso es
un poco ma´s exigente que la condicio´n de Kutta, que exige que la velocidad
debe ser tangente a la superficie en el borde de salida, y finita. En nuestro ca-
so hay una condicio´n de tangencia a la superficie del casco en la parte inferior
del espejo, pero hay tambie´n una condicio´n de presio´n, como ya comentamos
en 3.2.2. Segu´n Tulin-Hsu y Telste-Reed esta doble condicio´n exig´ıa disponer
de una singularidad adicional en esos paneles, un dipolo.
Otro tratamiento posible es el sugerido por Raven[40]. Raven razona que la
inclusio´n de los torbellinos se debe a la exigencia doble en el borde de salida
de condicio´n de tangencia al casco, y condicio´n de presio´n, y a la analog´ıa
discutible con la condicio´n de Kutta en el borde de salida. Sin embargo, hay
una diferencia importante entre un perfil sustentador y una popa de espejo.
Esta diferencia es la existencia de una circulacio´n en el perfil que no existe
en la popa de espejo.
Para entender esto, pensemos en flujos bidimensionales. Para un perfil, el
dominio fluido es doblemente conexo, y la solucio´n no es u´nica a menos que se
defina una circulacio´n a trave´s de la condicio´n de Kutta. Esto define la forma
en que el flujo deja el borde de salida y fija una de las soluciones entre el
conjunto infinito de soluciones posibles. Sin embargo, en un cuerpo bidimen-
sional flotando en un fluido, el dominio fluido esta´ limitado por la superficie
libre y por este cuerpo. Por tanto el dominio es simplemente conexo y y no
tiene sentido hablar de una circulacio´n desconocida en torno al cuerpo.
Y tambie´n la condicio´n de Kutta tiene un significado completamente diferen-
te en este caso. Sin esa condicio´n no hay un conjunto infinito de soluciones
cumpliendo las condiciones de contorno, sino solamente dos: la correspon-
diente al flujo con popa de espejo mojada 3.2.3, y la correspondiente al flujo
que deja el codaste tangencialmente manteniendo el espejo seco, que es el
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que nos ocupa.
En el caso tridimensional, la situacio´n es similar. Para un ala, la vorticidad
existe en toda su envergadura, continuando en la estela de vo´rtices que se
desprenden en su extremo. Pero en el caso del buque, no hay nada nuevo
en el caso 3D frente al 2D y por tanto, no aparece vorticidad tampoco. Por
tanto, desde este punto de vista, no tiene sentido el incluir la vorticidad en
los modelos nume´ricos, aunque puedan tener buenas propiedades nume´ricas.
Por tanto usaremos solamente fuentes como ven´ıamos haciendo hasta ahora,
pues e´ste es el modelo que seguiremos.
3.4 Implementacio´n para el flujo con espejo
seco -dry transom-.
Las condiciones de tangencia del flujo y de presio´n en la superficie libre
se deben imponer de algu´n modo en la superficie libre adyacente al casco.
Como el casco permanece seco, en e´l no se debe imponer ninguna condicio´n.
Realmente, una vez hecho el mallado so´lo podemos imponer en cada panel
una condicio´n. Veamos co´mo nos las ingeniamos para hacerlo.
3.4.1 Mallado.
La forma de realizar el mallado del dominio f´ısico es diferente cuando se
tiene en cuenta el flujo con espejo. Si se puede considerar el espejo seco, no
tiene sentido mallarlo. En cuanto a la parte de la superficie libre a popa del
espejo, tiene un mallado independiente del resto de dicha superficie, como se
puede observar en la figura 3.4, consecuencia de la diferente naturaleza entre
la condicio´n que se impone en los paneles de la superficie libre a popa del
espejo y la condicio´n habitual de radiacio´n.
El uso de operadores de tipo up-wind para estimar las derivadas de ciertas
magnitudes en la condicio´n de radiacio´n requiere que haya continuidad en
las l´ıneas de paneles en la superficie libre, continuidad que se mantiene en
el nuevo mallado en las l´ıneas de paneles que no tienen nada que ver con el
espejo. Dicha continuidad se rompe en el espejo desde el que arrancan varias
filas de paneles.
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Figura 3.4: Mallado de ls FS, para popas con espejo seco.
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3.4.2 Expansio´n de Taylor en el borde de salida.
Las condiciones son diferentes en las filas de paneles de la superficie adya-
centes al espejo. En el punto de control de uno de esos paneles, al aplicar la
condicio´n cinema´tica, hay que estimar el valor de ηx, variacio´n de la elevacio´n
en la superficie libre con respecto a x. Si hacemos un desarrollo en serie de
Taylor de la elevacio´n viendo desde ese punto de la superficie libre al borde
del espejo, y viceversa, tendremos:
ηtr = η + ∆xηx (3.3)
η = ηtr −∆x
(
∂z
∂x
)
casco
(3.4)
Sumando estas dos ecuaciones tendremos una ponderacio´n de ese valor en
funcio´n de la pendiente en el espejo.
ηx = 2
(
ηtr − η
∆x
)
−
(
∂z
∂x
)
casco
(3.5)
Para imponer esta condicio´n en los paneles adyacentes al espejo hacemos las
siguientes consideraciones:
En la condicio´n cinema´tica 2.84
φx · ηx + φy · ηy − φz = 0
como φy << φx y ηy << ηx, suponemos φyηy << φxηx, y no lo tenemos en
cuenta en esa ecuacio´n que se convierte en:
φx · ηx − φz = 0 (3.6)
Considerando el potencial total descompuesto como suma de un flujo base y
uno de perturbacio´n 2.130:
φ = φD + ϕ
la ecuacio´n anterior se convierte en:
(φDx + ϕx) · ηx − φz = 0 (3.7)
Suponiendo que
ϕx << φDx (3.8)
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hipo´tesis similar a la anterior, aunque de ma´s dif´ıcil justificacio´n, tenemos
que 3.7 se convierte en:
φDx · ηx − φz = 0 (3.9)
Entrando aqu´ı con la expansio´n de Taylor de ηx:
φDx ·
(
2
(
ηtr − η
∆x
)
−
(
∂z
∂x
)
casco
)
− φz = 0 (3.10)
Tenemos dos inco´gnitas, φ y η que podemos relacionar mediante la ecuacio´n
de Bernouilli, 2.85:
η =
V 2∞ −∇φ2
2g
expresio´n que podemos linealizar descomponiendo el potencial igual que
antes:
η =
V 2∞ +∇φ2D − 2∇φD∇φ
2g
(3.11)
Entrando con esta expresio´n de η en 3.10 obtenemos la condicio´n buscada,
linealizada en el potencial .
3.4.3 Expansio´n de Taylor en el borde de salida mejo-
rada.
En la linealizacio´n de ∇φ2 para obtener la condicio´n de Bernouilli linealizada
3.11 no tenemos en cuenta un diferencia muy importante entre el flujo del
doble modelo en la superficie libre y el flujo obtenido imponiendo en la super-
ficie libre las condiciones de contorno adecuadas. Esta diferencia se refiere a
que en la superficie libre, la velocidad del doble modelo no tiene componente
z, mientras que obviamente s´ı hay una componente z en el flujo real, y muy
importante en la zona del espejo. Por tanto, si linealizamos en
∇φ2 = (∇φD +∇ϕ)2 = ∇φ2D + 2∇φD∇ϕ +∇ϕ2 (3.12)
Tendremos que:
∇φ2z = ∇ϕ2z (3.13)
Pero la velocidad de salida en el espejo, la conocemos en direccio´n (condi-
cio´n de tangencia) y en mo´dulo (condicio´n de profundidad). Llamemos V a
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esta velocidad. Por tanto, podemos linealizar 3.13 en esta velocidad que se
pretende conseguir:
∇ϕ2z ≈ Vz∇φz (3.14)
Por tanto, 3.12, teniendo como inco´gnita el potencial total se convierte en:
∇φ2 ≈ −∇φ2D + 2∇φD∇φ + Vz∇φz (3.15)
que ya es lineal en la inco´gnita y con la que entramos en 2.85 y 3.10, para
tener la condicio´n linealizada de superficie libre a aplicar en la popa de espejo.
3.4.4 Condicio´n linealizada ETSIN 1.
Esta condicio´n se construye del siguiente modo: De la condicio´n dina´mica en
es espejo, sabemos cua´l tiene que ser el mo´dulo de la velocidad a la salida.
Llamemos V a esa velocidad. La primera suposicio´n que hacemos, que parece
razonable, es que la relacio´n entre la velocidad en la direccio´n de la manga,
Vy y la velocidad total es constante para el caso con superficie libre y para
el ca´lculo del doble modelo, o sea:
Vy
|V | =
VDy
|VD| (3.16)
Con lo cual, podemos deducir el valor de Vy. Adema´s, como sabemos V ,
podemos decir que:
V 2x + V
2
z = V
2 − V 2y (3.17)
con lo que conocemos el mo´dulo de la proyeccio´n sobre el plano XZ de la
velocidad. Pero conocemos el a´ngulo de salida en ese plano, que es el que
forma el fondo del casco en la zona del espejo. Podemos por tanto, conocer
fa´cilmente las componentes x,z de la velocidad sin ma´s que pensar que la
relacio´n entre esas dos componentes viene dada por ese a´ngulo. Por tanto,
sabemos la velocidad que queremos conseguir V , y hemos estimado cada una
de sus componentes usando esas hipo´tesis que parecen bastante razonables.
De ese modo, obtenemos la condicio´n lineal
Vxφx + Vyφy + Vzφz = V
2 (3.18)
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3.4.5 Condicio´n linealizada ETSIN 2.
En realidad so´lo podemos poner una condicio´n linealizada, o bien la dina´mica
linealizada, o bien la cinema´tica linealizada, o bien una linealizacio´n de la
combinacio´n de ambas. Esta condicio´n sera una combinacio´n lineal expl´ıcita
de ambas.
La condicio´n dina´mica la tratamos igual que en el caso anterior pero suponien-
do que el cuadrado de la componente y de la velocidad es despreciable frente
a la x y la z. Queda por tanto:
Vx∇φx + Vz∇φz = V 2 (3.19)
En cuanto a la condicio´n cinema´tica, retomamos la condicio´n en la que se han
despreciado los te´rminos en y, 3.6, en la que sabemos ηx, pues es la tangente
que forma el fondo del barco al encontrarse con el espejo, y que vuelve a ser
lineal en la inco´gnita, que es el potencial.
φx · ηx − φz = 0
La condicio´n que vamos a aplicar sera´ suma de estas dos, afectada una de
ellas por un coeficiente k, o sea:
k
(
Vx∇φx + Vz∇φz − V 2
)
+ φx · ηx − φz = 0 (3.20)
Dependiendo del valor de k, tendremos una condicio´n u otra. Trataremos de
ver para que´ valores de k obtenemos unos perfiles ma´s realistas.
3.4.6 Resultados.
Casco para ejemplos.
Para probar estos modelos, empleamos un casco con espejo bastante sim-
plificado. Evaluamos en la zona del espejo los valores de la tangente de la
superficie libre deformada, y de la elevacio´n de la superficie libre, y compara-
mos ambos valores con la tangente en la salida del casco, y con el calado del
espejo. Presentamos varias vistas de dicho casco, ver figuras 3.5, 3.6, 3.7 y
3.8. Respecto a la velocidad a la que se hara´n las pruebas, parece sensato ele-
gir un nu´mero de Froude lo suficientemente bajo como para que las hipo´tesis
de linealidad sean razonables, y lo suficientemente alto como para que haya
desprendimiento del flujo en la zona del espejo. Como dec´ıamos en 3.2.2 hay
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una variable que define adimensionalmente el feno´meno de desprendimiento,
que es el nu´mero de Froude relativo al espejo, y que se definio´ en 3.2 como:
Fntr =
V∞√
gηtr
donde
V∞ Velocidad del buque.
ηtr altura del espejo.
g gravedad.
Se ha observado que el desprendimiento se produce para nu´meros de Froude
3 ≤ Fntr ≤ 4
aunque es razonable esperar que estemos en la zona de preplaneo que se
produce para Fn > 0.35. Tomamos por tanto como velocidad la correspon-
diente a Fn = 0.40, o sea, V = 10.28m/sg. Se han hecho pruebas a otras
velocidades pero los resultados no introducen nada nuevo a lo obtenido para
el caso de referencia Fn = 0.40.
Resultados referidos a la condicio´n 3.4.2
La apariencia visual del flujo es buena, como se puede advertir en la figura
3.9, donde presentamos las velocidades en el casco y en la superficie libre.
Podemos analizar con ma´s detalle la zona del espejo, figura 3.10. Ah´ı se
puede observar ya que el acoplamiento no es perfecto en algunas zonas del
espejo. Esto esperamos mejorarlo con el me´todo no lineal. En la seccio´n de
perfil de esa zona podemos observar en que´ medida se verifican la condicio´n
de tangencia y de profundidad, figura 3.11, que en la zona central del espejo
es muy buena. No olvidemos que en realidad estamos imponiendo una condi-
cio´n combinada, que ni obliga a la condicio´n cinema´tica (tangencia) ni a la
dina´mica (profundidad).
Resultados referidos a la condicio´n 3.4.3
La apariencia visual del flujo es igual de buena que en el caso anterior, como
se puede advertir en la figura 3.12, donde presentamos las velocidades en
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Figura 3.5: Casco para ejemplo. Planta.
el casco y en la superficie libre. Podemos analizar con ma´s detalle la zona
del espejo, figura 3.13. Ah´ı se puede observar que el acoplamiento es mucho
mejor que en el caso anterior en las zonas laterales del espejo. En la seccio´n de
perfil de esa zona podemos observar en que´ medida se verifican la condicio´n
de tangencia y de profundidad, figura 3.14, y en la parte central del espejo,
vuelve a ser muy buena la coincidencia.
Resultados referidos a la condicio´n 3.4.4
La apariencia visual del flujo es igual de buena que en los casos anteriores,
como se puede advertir en la figura 3.15, donde presentamos las velocidades
en el casco y en la superficie libre. Podemos analizar con ma´s detalle la
zona del espejo, figura 3.16. Ah´ı se puede observar que el acoplamiento no
es tan bueno como en el caso anterior. En la seccio´n de perfil de esa zona
podemos observar en que´ medida se verifican la condicio´n de tangencia y de
profundidad, figura 3.17, y en la parte central del espejo, vuelve a ser muy
buena la coincidencia.
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Figura 3.6: Casco para ejemplo. Perfil cuerpo popa.
Resultados referidos a la condicio´n 3.4.5
Lo que tiene sentido es examinar diferentes posibilidades en lo que se refiere
al valor de k, presentando resultados significativos de cada una de ellas.
Elegiremos como resultados las vistas en perspectiva y en alzado de la malla
en la zona en que los dos mallados debieran conectarse con continuidad, y
tambie´n con tangencia.
Presentamos en las figuras 3.18 y 3.19, los resultados correspondientes al valor
k = 0.5. Como se puede ver, la combinacio´n de ambas condiciones produce
resultados muy malos en este caso, tanto en la tangencia, como sobre todo
en la altura a la salida.
Damos un salto en k de cierta importancia para presentar los resultados
correspondiente a k = 10. Con estudios ma´s exhaustivos que no presentamos
aqu´ı se llego´ a la conclusio´n de que valores de k del orden de la unidad
conduc´ıan a resultados similares a los correspondientes a k = 0.5, y por tanto
inaceptables. A medida que subimos k, esta condicio´n se parece cada vez ma´s
a una simplificacio´n de la condicio´n 3.4.5, y por tanto los resultados tambie´n.
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Figura 3.7: Casco para ejemplo. Alzado.
Presentamos resultados correspondientes a k = 10, k = 30 y k = 10000, pero
de estas u´ltimas so´lo los perfiles; ver figuras 3.20 , 3.21, 3.22 y 3.23.
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Figura 3.8: Casco para ejemplo. Perspectiva.
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Figura 3.9: Velocidades en la superficie libre. Expansio´n de Taylor.
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Figura 3.10: Zona de enganche. Expansio´n de Taylor.
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Figura 3.11: Perfil del espejo. Expansio´n de Taylor.
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Figura 3.12: Velocidades en la superficie libre. Expansio´n de Taylor mejora-
da.
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Figura 3.13: Zona de enganche. Expansio´n de Taylor mejorada.
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Figura 3.14: Perfil del espejo. Expansio´n de Taylor mejorada.
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Figura 3.15: Velocidades en la superficie libre. Condicio´n ETSIN 1.
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Figura 3.16: Zona de enganche. Condicio´n ETSIN 1.
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Figura 3.17: Perfil del espejo. Condicio´n ETSIN 1.
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Figura 3.18: Zona de enganche. Condicio´n ETSIN 2, k = 0.5.
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Figura 3.19: Perfil del espejo. Condicio´n ETSIN 2, k = 0.5.
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Figura 3.20: Zona de enganche. Condicio´n ETSIN 2, k = 10.
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Figura 3.21: Perfil del espejo. Condicio´n ETSIN 2, k = 10.
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Figura 3.22: Perfil del espejo. Condicio´n ETSIN 2, k = 30.
Comparacio´n de resultados.
Para comparar los resultados, evaluamos en cada uno de los casos la elevacio´n
de la superficie libre en la salida del espejo - condicio´n dina´mica -, y tambie´n
comparamos el a´ngulo que forma esta superficie libre con el del fondo del
casco - condicio´n cinema´tica. Los valores reales para este caso debieran ser:
ηtr = −0.48 αtr = −10.08◦
Parece claro, como mostra´bamos en el dibujo que los peores valores se dan
para la condicio´n 3.4.5 con valores del para´metro k bajos. Esto parece indicar
que darle peso a la condicio´n de tangencia linealizada conduce a resultados
que hacen dif´ıcil la verificacio´n simulta´nea de las dos condiciones. A medida
que el valor de k aumenta, los resultados son ma´s satisfactorios.
En conjunto, la condicio´n 3.4.3 es la que mejores resultados globales da, y
por tanto es la que consideraremos a partir de ahora. La condicio´n ETSIN
1, 3.4.5, da unos resultados razonablemente buenos tambie´n, y la tendremos
en reserva.
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Figura 3.23: Perfil del espejo. Condicio´n ETSIN 2, k = 10000.
Condicio´n ηtr αtr(
◦) error ηtr (%) error αtr (%)
3.4.2 -0.66 -9.01 37% -11%
3.4.3 -0.50 -8.57 4% -15%
3.4.4 -0.39 -8.25 -20% -18%
3.4.5, k = 0.5 -8.46 -37.91 1663% 276%
3.4.5, k = 10 -0.14 -7.43 -71% -26%
3.4.5, k = 30 -0.13 -7.41 -73% -26%
3.4.5, k = 10000 -0.39 -8.25 -20% -18%
Tabla 3.1: Condiciones adicionales en el espejo.
99
Cap´ıtulo 4
Estimacio´n de la resistencia por
formacio´n de olas.
4.1 Integracio´n de presiones.
Integrar presiones en me´todos de paneles equivale a evaluar la presio´n en
cada uno de los paneles del casco, transformar esa presio´n en fuerza normal,
y calcular la resultante de todas esas fuerzas extendiendo el sumatorio a
todo el casco. El problema es que la resultante total es del mismo orden
que muchos de los te´rminos, con lo que pequen˜os errores en e´stos, inducen
grandes errores en el resultado total.
4.2 Estudio de secciones del tren de olas.
4.2.1 Introduccio´n.
Psentaremos las teor´ıas hidrodina´micas que sustentan el modelo matema´tico
en el cual se basan diferentes me´todos. Estos me´todos se han aplicado tradi-
cionalmente en canales de ensayo, sin embargo, nosotros lo aplicaremos a
nuestro ”segundo canal ”, los CFD.
Consideramos en este estudio parcial que todas las magnitudes se encuentran
adimensionalizadas por tres unidades de referencia: la velocidad del barco
U , la densidad del agua y el nu´mero de ondas fundamental k0 = g/U
2. Las
limitaciones teo´ricas son las propias de un me´todo no viscoso y estacionario
en el sistema que se mueve con el buque. Adema´s, supondremos que el barco
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se mueve en aguas profundas.
Las siguientes dos suposiciones son ma´s bien de naturaleza matema´tica.
Primero, consideraremos la hipo´tesis de flujo potencial, o sea, que el flui-
do es incompresible, homoge´neo, ideal, de modo que el movimiento del fluido
puede describirse mediante una funcio´n potencial de modo que su gradiente
en cualquier punto es igual al vector velocidad. Segundo, supondremos que el
potencial de perturbacio´n ϕ es tan pequen˜o que la superficie libre deformada
viene dada por
z = ζ(x, y) = ϕ(x, y, 0) (4.1)
Y la condicio´n de contorno exacta en la superficie libre se simplifica a
ϕxx + ϕz = 0 para z = 0 (4.2)
Este es el enfoque esta´ndar lineal al problema de las olas del barco y puede
justificarse como una primera aproximacio´n en un esquema sistema´tico de
linealizacio´n, much´ısimo menos elaborado que el ya estudiado en el cap´ıtulo
2, pero necesaria para abordar los me´todos de ana´lisis del oleaje. Por otro
lado, hemos de subrayar que estas suposiciones no son tan dra´sticas como a
primera vista pudiera parecer. As´ı, la suposicio´n de movimiento potencial
es realmente va´lida fuera de la capa l´ımite y de la estela. La ”pequen˜ez”de
la perturbacio´n esta´ garantizada a una distancia suficientemente larga del
barco como resultado de la dispersio´n de las olas. Ahora, es caracter´ıstico
de nuestros me´todos de ana´lisis del oleaje, el que nos centremos en aquellas
regiones del fluido donde tales suposiciones parezcan ser va´lidas. En partic-
ular no nos es necesario investigar la zona inmediata al casco, es decir, su
entorno cercano.
4.2.2 Modelo general del oleaje
Siguiendo el tratamiento cla´sico de Havelock [13], imaginaremos nuestro olea-
je generado por algu´n sistema desconocido de singularidades. Como un mod-
elo gene´rico, consideramos una distribucio´n arbitraria de singularidades (dis-
cretas o continuas) en alguna regio´n finita D del semiplano z < 0. El flujo
completo puede describirse mediante un potencial del tipo
ϕ(x, y, z) =
∫
D
σ(x′, y′, z′) ·G(x, y, z, x′, y′, z′)dD (4.3)
donde
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σ(x′, y′, z′) es la densidad de la singularidad en el punto (x′, y′, z′).
G(x, y, z, x′, y′, z′) es la funcio´n de Green, potencial de un manantial de in-
tensidad unitaria ( o sea, de salida 4π). Una expresio´n familiar para G
es la dada por Havelock:
G =
r1 − r2
r1r2
+ lim
µ→∞
1
π
∫ π
−π
∫ ∞
0
sec2θ · exp{k(z + z′ + iw)}
k − sec2θ + iµsecθ dkdθ (4.4)
Donde
r21 = (x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2 .
r22 = (x− x′)2 + (y − y′)2 + (z + z′)2 .
w = (x− x′) cos θ + (y − y′) sin θ .
Mediante la aplicacio´n de 4.1 podr´ıamos describir el sistema de olas en
te´rminos de la distribucio´n de singularidades. Sin embargo, vamos a in-
troducir primero una funcio´n intermedia definida alternativamente como
H(k, θ) = 4π
∫
D
σ(x′, y′, z′) · exp {kz′ + ik(x′ cos θ + y′ sin θ)} dD (4.5)
o
J(u,w) = 4π
∫
D
σ(x′, y′, z′) · exp
{
z′
√
u2 + w2 + i(wx′ + uy)
}
dD (4.6)
Donde
u = k sin θ (4.7)
w = k cos θ (4.8)
Y, evidentemente
H(k, θ) = J(k sin θ, k cos θ) (4.9)
O
J(u,w) = H
(√
u2 + w2, arctan
u
w
)
(4.10)
u y w pueden considerarse como los nu´meros de onda inducidos en las di-
recciones y y x, respectivamente, por una onda plana ( bidimensional ) de
nu´mero de onda k orientada con un a´ngulo θ respecto al eje x. La funcio´n
realmente complicada H(k, θ) - la cual, normalmente tiene una parte real e
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imaginaria no nulas - es conocida como la funcio´n de Kochin. Representa el
efecto integrado de la distribucio´n de singularidades y juega un papel crucial
en nuestro problema. As´ı, el sistema de olas correspondiente a la ecuacio´n
4.3 puede describirse enteramente en te´rminos de esta funcio´n:
ζ(x, y) = IRe lim
µ→∞
i
4π2
∫ π
−π
∫ ∞
0
H(k, θ) · ksecθ · exp{ik(x cos θ + y sin θ)}
k − sec2θ + iµsecθ dkdθ
(4.11)
Donde IRe se refiere a la parte real y H significa la conjugada compleja de
H.
Hemos de sen˜alar que las ecuaciones 4.3, 4.5 y 4.6 pueden aplicarse formal-
mente a distribuciones de singularidades muy generales, incluyendo a los
dipolos como un caso marginal. Tambie´n el dominio D puede ser una l´ınea,
una superficie o un volumen. De este modo, la ecuacio´n 4.11 representa
un tren de olas considerablemente general si H(k, θ) es considerada como
una funcio´n arbitraria de dos variables. Aunque, incorpora las propiedades
requeridas para nuestro ana´lisis.
4.2.3 Resistencia por olas teo´rica.
Uno de los aspectos cruciales en la aplicacio´n de los me´todos de ana´lisis de
oleaje methods es la definicio´n satisfactoria de la resistencia por formacio´n
de olas.
Dentro del marco del flujo potencial, esta resistencia puede definirse inequ´ıvo-
camente mediante diversos enfoques alternativos. Uno muy general, consiste
en aplicar el teorema Lagally a la distribucio´n de singularidades que genera
el flujo. Esto conduce a
Rw =
∫
D
σ(x′, y′, z′) · ϕx(x, y, z)dD (4.12)
Despue´s de la sustitucio´n de ϕx, y mediante unas simplificaciones se obtiene
una expresio´n sorprendentemente compacta:
Rw =
1
2π
∫ π
2
−π
2
H(sec2θ, θ) ·H(sec2θ, θ) · sec3θdθ (4.13)
El resultado es originariamente debido a Havelock. Ahora podemos olvi-
darnos de la distribucio´n de singularidades y considerar la anterior expresio´n
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como la resistencia por olas asociada con el tren de olas definido por 4.11,
donde H(k, θ) es una funcio´n arbitraria. Esta idea de atribuir una resisten-
cia por olas a cualquier tren de olas dado sin referencia expl´ıcita a la causa
que produce ese oleaje (el barco) es realmente atractiva y determinante para
determinar la resistencia por olas a partir de un ana´lisis del tren de olas
medido.
4.2.4 Espectro de la olas libres.
Es destacable el hecho de que mientras una funcio´n arbitraria de dos varia-
bles es necesaria en la ecuacio´n 4.11 para construir un tren de olas gene´rico,
la correspondiente expresio´n para la resistencia por formacio´n de olas 4.13
involucra u´nicamente una forma degenerada H(sec2θ, θ) de la funcio´n de
Kochin, la cual es esencialmente una funcio´n de una sola variable. La expli-
cacio´n f´ısica familiar es que de todas las posibilidades del campo ”doblemente
”infinito de ondas planas (k, θ) u´nicamente una sola familia infinita de las
llamadas olas libres son las que contribuyen a la resistencia por formacio´n de
olas. Estas olas libres satisfacen la condicio´n
k = sec2θ (4.14)
o equivalentemente
w2 =
√
w2 + u2 (4.15)
Au´n ma´s importante quiza´s, es el hecho de que fuera de un entorno pro´ximo
al dominio D que encierra nuestra distribucio´n imaginaria de singularidades,
solamente las olas libres son las que constituyen la parte dominante de la
deformacio´n total de la superficie libre. Nos adelantamos, pues al ser este
nuestro problema crucial lo desarrollaremos en un ape´ndice posterior, di-
ciendo que la siguiente representacio´n asinto´tica -y esto es lo que deseamos,
propagar el oleaje lejos- vale para −x →∞.
ζ(x, y) = IRe
1
2π
∫ ∞
−∞
J (u, s(u)) · exp{i(uy + sx)} · 1 +
√
1 + 4u2√
1 + 4u2
du (4.16)
Con
s(u) =
{
1
2
+
√
1 + 4u2
2
} 1
2
> 0 (4.17)
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Una expresio´n equivalente de la anterior es
ζ(x, y) = IRe
1
π
∫ π
2
−π
2
H(sec2θ, θ)·exp{i(x cos θ+y sin θ)sec2θ}·sec3θdθ (4.18)
En las ecuaciones 4.16 y 4.18 hemos despreciado un te´rmino residual de orden
O (x−2) que representa la perturbacio´n ”local ”que surge de la presencia de
olas no libres. Adema´s, la perturbacio´n para grandes valores positivos de x
puede despreciarse para el mismo orden de aproximacio´n.
Similarmente, para y → ∞ obtenemos tras despreciar un te´rmino local de
orden O (y−2) la siguiente aproximacio´n:
ζ(x, y) = IIm
1
π
∫ 1
0
J
(
−iw
√
w2 − 1, w
)
· exp
{
iwx− iw
√
w2 − 1 · y
}
· w
2dw√
w2 − 1
+ IRe
1
π
∫ ∞
1
J
(
w
√
w2 − 1, w
)
· exp
{
iwx + iw
√
w2 − 1 · y
}
· w
2dw√
w2 − 1(4.19)
Observamos que las formas degeneradas de la funcio´n de Kochin H o J
presentes en las anteriores integrales, todas representan a la misma funcio´n
en virtud de la ecuaciones 4.9 y 4.10
H(sec2θ, θ) = J (u, s(u)) = J
(
w
√
w2 − 1, w
)
(4.20)
si las tres variables independientes las consideramos como interrelacionadas
por cualquier par de las tres relaciones siguientes:
u = sec θ tan θ
w = sec θ (4.21)
u = w
√
w2 − 1 (4.22)
Nos aprovechamos de este hecho para definir un espectro de olas libres, que
consiste en dos funciones reales F y G de una variable u´nica u. Estas dos
funciones van a ser clave, tanto para propagar el oleaje como para calcular
la resistencia por formacio´n de olas:
G(u) + iF (u) = 2
1 +
√
1 + 4u2√
1 + 4u2
J (u, s(u)) (4.23)
Luego la elevacio´n del oleaje para −x → ∞, por ejemplo, puede expresarse
como una integral de Fourier en:
ζ(x, y) =
1
4π
∫ ∞
−∞
{F (u) sin(sx + uy) + G(u) cos(sx + uy)} du (4.24)
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Obviamente, son posibles otras opciones, y ha sido costumbre en trabajos
anteriores, siguiendo a Havelock, definir el espectro de olas libres mediante
las funciones
g(θ) + if(θ) =
1
k
· sec3θH
(
sec2θ, θ
)
(4.25)
con la consiguiente expresio´n general del tren de olas:
ζ(x, y) =
∫ π
2
−π
2
{
f(θ) · sin
[
sec2θ(x cos θ + y sin θ)
]
+ g(θ) · cos
[
sec2θ(x cos θ + y sin θ)
]}
dθ (4.26)
La equivalencia entre las ecuaciones 4.24 y 4.26 es inmediatamente verificada
al sustituir, u = sec θ tan θ y recordando que
G(u) + iF (u) =
4π cos3 θ
1 + sin2 θ
{g(θ) + if(θ)} (4.27)
en virtud de 4.22. Aunque las dos elecciones son anal´ıticamente equivalentes,
las formas F (u) y G(u) representan un camino ma´s conveniente , a efectos
de tratamiento nume´rico y experimental, de representar el espectro de olas
libres.
Se vera´ que el concepto de un espectro de olas libres dependiente de una
variable para la representacio´n aproximada de un sistema de olas general
es fundamental para nuestros me´todos de evaluar trenes de ola medidos,
bien los producidos por un modelo en un canal, bien los producidos por
un barco ya construido en la mar, bien los registradas en las salidas de los
CFD que disponemos tras un mallado previo del barco. La consiguiente
representacio´n unidimensional integral de la funcio´n de dos variables ζ(x, y)
conduce a una simplificacio´n dra´stica del estudio. Sin embargo, es evidente
de 4.19 y 4.26 que, de alguna manera, se requieren diferentes aproximaciones
en diferentes regiones del fluido, y que tendr´ıamos que comenzar por la ma´s
complicada pero exacta representacio´n do´blemente-integral de la ecuacio´n
4.11 para demostrar la subyacente unidad de los diferentes enfoques.
4.2.5 Descripcio´n general de los me´todos.
Procederemos a continuacio´n a describir nuestros me´todos para la determi-
nacio´n de las caracter´ısticas del proceso de formacio´n del oleaje por unas
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formas de barco, cuando su tren de olas o, al menos, ciertos elementos de e´l
son conocidos (mediante mediciones en el canal con el modelo, en la mar con
el barco real, o mediante los CFD). En este punto, deber´ıamos resen˜ar que
la teor´ıa cla´sica de resistencia por formacio´n de olas trata de predecir por
medios puramente anal´ıticos el movimiento del oleaje generado por un bar-
co como funcio´n de sus formas geome´tricas. En te´rminos de nuestro modelo
general del flujo del oleaje, esto precisa de la determinacio´n de la distribucio´n
equivalente de singularidades o de la funcio´n de Kochin correspondiente a las
formas del barco como paso i ntermedio para el ca´lculo del potencial. Ni que
decir tiene, que donde ma´s se concentra la investigacio´n actual de los CFD
es, precisamente en mejorar esa determinacio´n nume´rica de la distribucio´n
de singularidades como funcio´n de las formas del barco, ya que solamente
es factible bajo ciertas aproximaciones sobre los efectos viscosos en la capa
l´ımite y simplificaciones de las condiciones de contorno, como hemos visto en
los cap´ıtulos 2 y 3.
Nuestro esfuerzo presente, al contrario, se dirige hacia un objetivo distinto.
Aparte de que nuestra aplicacio´n ma´s inmediata va a referirse a su empleo
con los CFD, en la que dependemos de su bondad de ca´lculo, tambie´n pode-
mos considerar el tren de olas real generado por el barco o su modelo como
punto de partida y buscar la obtencio´n de la informacio´n ma´s caracter´ıstica
sobre e´l (oleaje) mediante la medicio´n de ciertos elementos cruciales del sis-
tema de olas. Veremos que nuestros me´todos son bastante independientes de
las formas del barco y de los efectos viscosos presentes en la capa l´ımite. De
hecho, las formas o las dimensiones principales no necesitan ser conocidas
para aplicar nuestros me´todos de evaluar el tren de olas medido. Indicamos
a continuacio´n so´lo algunas de sus aplicaciones.
Primero, sabemos que la resistencia por olas so´lo es una parte de la resis-
tencia total que experimenta un cuerpo que se mueve en una superficie de
un fluido, y que por consiguiente no puede medirse mediante medidas de las
fuerzas sobre el cuerpo. Pero un conocimiento de la misma es deseable para
una precisa extrapolacio´n de la resistencia total del modelo al barco real me-
diante el me´todo de Froude. Nuestros me´todos pretenden precisamente una
estimacio´n de esta componente de la resistencia mediante un ana´lisis del tren
de olas.
Ma´s importante, sin embargo, son nuestros propo´sitos ma´s alla´ de estimar
solamente la resistencia por formacio´n de olas. De hecho, estaremos en dis-
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posicio´n de determinar el espectro de olas libres a partir de unos pocos per-
files de olas medidos(mediante el me´todo longitudinal, so´lo necesitaremos un
corte). Como el espectro de olas libres es suficiente para describir la parte
dominante del del oleaje -luego si queremos conocer el oleaje a gran distan-
cia en cualquier direccio´n podremos hacerlo -, podremos aproximadamente
estimar el flujo de las olas en la mayor´ıa de regiones del fluido, una vez que
lo hayamos medido o registrado (salida del CFD) en unos pocos puntos.
4.2.6 Me´todos de corte longitudinal.
Como su nombre indica, este me´todo consiste en la medida de uno o ma´s
perfiles de oleaje a lo largo de una trayectoria recta paralela a la direccio´n
del movimiento del barco[8]. Esto puede realizarse de una forma bastante
sencilla posicionando una probeta fija en un determinado punto en un canal,
o en una boya en la mar, o mediante un corte longitudinal a la salida de
los datos de nuestro CFD a una cierta distancia de cruj´ıa. Consideremos tal
registro (obtenido en el canal, en la mar o con el CFD ) a una distancia y
fija como una funcio´n de la coordenada x en un sistema mo´vil con el barco;
a continuacio´n introducimos las transformadas de Fourier:
C(w, y) + iS(w, y) =
∫ ∞
−∞
ζ(x, y) · exp(iwx)dx con 0 ≤ w < ∞ (4.28)
Ahora, si y es suficientemente elevado como para que la ecuacio´n 4.19 sea una
representacio´n precisa del tren de olas en esta regio´n, entonces el teorema de
inversio´n implica evidentemente que para 1 ≤ w < ∞
IRe
{
J
(
w
√
w2 − 1, w
)
· exp
(
iw
√
w2 − 1 · y
)}
=
√
w2 − 1
w2
C(w, y)
IIm
{
J
(
w
√
w2 − 1, w
)
· exp
(
−iw
√
w2 − 1 · y
)}
=
√
w2 − 1
w2
S(w, y)(4.29)
Podemos resolver fa´cilmente estas ecuaciones para las partes real e imagi-
naria de la funcio´n degenerada de Kochin J
(
w
√
w2 − 1, w
)
o mediante las
ecuaciones 4.22 y 4.23 para el espectro de olas libres F (u), G(u). El resultado
es
F (u) =
4
√
w2 − 1
2w2 − 1 {C(w, y) sin(uy) + S(w, y) cos(uy)}
G(u) =
4
√
w2 − 1
2w2 − 1 {C(w, y) cos(uy)− S(w, y) sin(uy)}
con u = w
√
w2 − 1 (4.30)
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En principio, un solo corte longitudinal en cada lado del barco deber´ıa reali-
zarse para obtener el espectro de olas libres para valores positivos y negativos
de u, respectivamente. Pero en el caso usual de un barco sime´trico respecto
a cruj´ıa, F (u) y G(u) son funciones pares y as´ı obtenemos el resultado im-
portante de que el espectro de olas libres completo puede obtenerse a partir
de las transformadas de Fourier de un u´nico corte longitudinal.
Sin embargo, este me´todo requiere en teor´ıa que el corte deber´ıa ser infinita-
mente largo y, de este modo las transformadas C, S se har´ıan infinito para
w → 1 ya que la altura de ola ζ no es integrable para −x → ∞. En la
pra´ctica, sin embargo, so´lo disponemos de un corte de longitud finita y las
fo´rmulas 4.30 proporcionar´ıan erro´neamente
F (0) = G(0) para w = 1 (4.31)
Afortunadamente, existen dos caminos para corregir este defecto. Uno es
medir las pendientes de las olas transversales ζy (lo que es fa´cilmente reali-
zable con nuestros CFD) en lugar de las alturas de ola ζ a lo largo de un
corte longitudinal como antes. Si llamamos a las transformadas de Fourier
del registro de las pendientes mediante Cy y Sy las fo´rmulas correspondientes
a las 4.30 ser´ıan:
F (u) =
4
w (2w2 − 1) {Cy(w, y) cos(uy)− Sy(w, y) sin(uy)}
G(u) =
4
w (2w2 − 1) {Cy(w, y) sin(uy) + Sy(w, y) cos(uy)} (4.32)
Estas ecuaciones proporcionan valores razonables de F y G en el entorno
del nu´mero de onda crucial u = 0 au´n cuando las transformadas Cy y Sy
sean calculadas a partir de un corte de longitud finita, ya que el problema
del factor
√
w2 − 1 no se da en el lado derecho de estas dos ecuaciones. Sin
embargo, la pendiente ζy no parece tener un comportamiento asinto´tico muy
manejable -que es justo lo que nos interesa para propagar el oleaje lejos-.
Probablemente una solucio´n ma´s satisfactoria - y en ella es en la que estamos
trabajando y sobre las que estamos desarrollando una aplicacio´n informa´tica
- consiste en emplear un registro de alturas finito y estimar el error debido
al truncamiento a partir de un desarrollo asinto´tico que podemos establecer
como:
ζ(x, y) ≈ c1 cos x + c2 sin x√
c3 − x para − x →∞ (4.33)
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Aqu´ı c1, c2 y c3 son constantes desconocidas que han de determinarse me-
diante un ajuste por mı´nimos cuadrados, por ejemplo, a la cola del perfil de
alturas medido. Para poder expresar el error de truncamiento en te´rminos
de estas constantes, definimos en primer lugar esta transformada de Fourier
ponderada:
C∗(w, y) + iS∗(w, y) =
∫ ∞
−∞
√
w2 − 1 · ζ(x, y) · exp(iwx)dx (4.34)
La correccio´n para el error debido al truncamiento del registro en algu´n valor
negativo elevado x = xe, es, en consecuencia :
∆C∗(w) + i∆S∗(w) =
∫ xe
−∞
√
w2 − 1 · c1 cos x + c2 sin x√
c3 − x · exp(iwx)dx (4.35)
Esta expresio´n se evalu´a nume´ricamente tras una simple transformacio´n de
las integrales, y el resultado es:
∆C∗ =
√
π
2
{
d1CF
(
z+
)
+ d2SF
(
z+
)
+ d3CF
(
z−
)
+ d4SF
(
z−
)}
∆S∗ =
√
π
2
{
d2CF
(
z+
)
− d1SF
(
z+
)
+ d4CF
(
z−
)
− d3SF
(
z−
)}
(4.36)
Con:
d1 =
√
w − 1 {c1 cos (c3 (w + 1)) + c2 sin (c3 (w + 1))}
d2 =
√
w − 1 {c1 sin (c3 (w + 1))− c2 cos (c3 (w + 1))}
d3 =
√
w + 1 {c1 cos (c3 (w − 1))− c2 sin (c3 (w − 1))}
d4 =
√
w + 1 {c1 sin (c3 (w − 1)) + c2 cos (c3 (w − 1))} (4.37)
Donde CF y SF son las integrales de Fresnel complementarias
CF (z) + iSF (z) =
∫ ∞
z
exp
(
i
π
2
t2
)
dt (4.38)
Y el argumento z toma los valores
z± = {2 (c3 − xe) (w ± 1)/π}0.5 (4.39)
Mediante experimentos realizados, se puede asumir c3 = 0 sin cometer grandes
errores. En cualquier caso, el posterior ca´lculo de las transformadas C∗ y S∗
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corregidas por el error de truncamiento se lleva a cabo como antes, estando
el espectro de olas libres dado ahora por:
F (u) =
4
2w2 − 1 {C
∗(w, y) sin(uy) + S∗(w, y) cos(uy)}
G(u) =
4
2w2 − 1 {C
∗(w, y) cos(uy)− S∗(w, y) sin(uy)} (4.40)
Y la resistencia por formacio´n de olas resulta aplicando 4.13. Hemos de
sen˜alar que, si so´lo estamos interesados en conocer la resistencia por olas, no
hace falta conocer el valor de y en el que se miden los datos de alturas de
olas. As´ı, por ejemplo:
Rw =
1
π
∫ ∞
0
{
(C∗)2 + (S∗)2
} du
w2 (2w2 − 1) (4.41)
4.3 Comparacio´n de resultados.
Se ha estudiado el caso correspondiente a la optimizacio´n de formas de un
atunero. Este atunero corresponde a un ensayo de optimizacio´n real de canal.
Se le cambio´ la proa modificando tambie´n dimensiones y formas del bulbo,
y se obtuvo una mejora sustancial en la resistencia por formacio´n de olas.
Presentamos en la tabla 4.1 los resultados de las dos formas a la velocidad
de proyecto, obtenidos mediante me´todos experimentales y mediante los dos
me´todos teo´ricos de los que dispon´ıamos. Estos resultados corresponden al
coeficiente de resistencia por formacio´n de olas CW cuya definicio´n es:
CW =
RW
1
2
ρ · AWS · V 2 (4.42)
donde
• RW resistencia por formacio´n de olas.
• ρ densidad del agua.
• AWS superficie mojada de la carena.
• V velocidad de avance.
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Como podemos observar, los resultados obtenidos por integracio´n de pre-
siones son buenos, sorprendemente buenos. La realidad es que en el punto
de proyecto, y para este caso, el resultado es estupendo. No hay ninguna
explicacio´n para esta coincidencia, aunque s´ı hay que decir que estamos tra-
bajando a nu´meros de Froude altos, con pocas olas, y que por tanto, aqu´ı las
estimaciones son mejores. En cuanto a las estimaciones mediante el me´todo
del corte longitudinal, respetan la tendencia, pero hay errores por defecto im-
portantes, que son comunes en este tipo de me´todos, y que requieren estudios
ma´s profundos.
Experimental Presiones Cortes longitudinales
Formas originales 0.003982 0.003946 0.002426
Formas modificadas 0.002088 0.002103 0.001318
Tabla 4.1: CW de atunero original y modificado.
Disponemos tambie´n de ca´lculos realizados para el coeficiente de resistencia
por formacio´n de olas del Serie 60, tabla 4.2 a diferentes nu´meros de Froude.
Fn Experimental Presiones Cortes longitudinales
0.160 9 · 10−5 9 · 10−5 3.5 · 10−5
0.238 3.5 · 10−4 2.0 · 10−4 2.1 · 10−4
0.316 2.1 · 10−3 1.7 · 10−3 1.1 · 10−3
Tabla 4.2: CW de Series 60.
Se aprecia otra vez que la integracio´n de presiones estima mejor el coeficiente
que el me´todo de los cortes longitudinales, que vuelve a ser muy optimista
en sus estimaciones del coeficiente de resistencia por formacio´n de olas.
Tambie´n tenemos datos del pequen˜o buque de carga general (tablas 4.3, 4.4
y figura 4.1) cuyos cortes de ola presentamos en la seccio´n de validacio´n co-
rrespondiente, 6.3. En la condicio´n de lastre los resultados son buenos en
lo que se refiere a tendencias, tanto para la integracio´n de presiones como
112
para el me´todo de cortes longitudinales. En la condicio´n de plena carga, con
mucho mayor calado, so´lo la integracio´n de presiones respeta la tendencia,
pero los valores son malos.
Fn Experimental Presiones Cortes longitudinales
0.140 4.46 · 10−4 1.2 · 10−4 3.5 · 10−5
0.183 1.37 · 10−3 9.2 · 10−4 5.2 · 10−4
0.192 1.78 · 10−3 1.1 · 10−3 5.4 · 10−4
0.209 2.76 · 10−3 2.6 · 10−3 2.2 · 10−3
Tabla 4.3: CW de buque de carga general en lastre.
Fn Experimental Presiones Cortes longitudinales
0.140 4.23 · 10−4 2.1 · 10−4 1.2 · 10−4
0.183 1.41 · 10−3 2.3 · 10−3 3.0 · 10−3
0.192 1.99 · 10−3 2.4 · 10−3 2.0 · 10−3
0.209 2.80 · 10−3 4.4 · 10−3 3.7 · 10−3
Tabla 4.4: CW de buque de carga general a plena carga.
4.4 Conclusiones.
Como conclusio´n a estos me´todos, diremos que la parte que se refiere a la
integracio´n de presiones no ofrece resultados nume´ricos muy buenos, pero
captura razonablemente bien las tendencias. Sin embargo, el me´todo de los
cortes longitudinales no ofrece la fiabilidad necesaria. La aproximacio´n que
se hace con este me´todo despreciando completamente los efectos locales no
parece suficientemente precisa, aunque necesitamos investigar ma´s en este
tema.
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Figura 4.1: CW de buque de carga general en lastre.
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Cap´ıtulo 5
Definicio´n de una metodolog´ıa
de trabajo.
5.1 Introduccio´n.
El proceso de generacio´n y ana´lisis de la informacio´n obtenida mediante
ca´lculos de CFD es bastante complejo. Resulta interesante estudiar de modo
separado cada una de las fases de este ca´lculo:
1. Modelado de geometr´ıas (preproceso).
2. Generacio´n de mallas (preproceso).
3. Ejecucio´n del mo´dulo de ca´lculo.
4. Post proceso de datos (postproceso).
5. Interpretacio´n de resultados (postproceso).
Para que la secuencia de operaciones de este proceso quede clara presen-
tamos un ejemplo de aplicacio´n correspondiente a un buque pesquero cuya
optimizacio´n del bulbo fue realizada con estos me´todos.
5.2 Modelado de geometr´ıas.
La informacio´n de partida para tener ca´lculos fluidodina´micos en torno a un
buque consiste en su geometr´ıa y las situaciones de carga a estudiar. Por tan-
to, lo primero es llegar a disponer de una definicio´n CAD tridimensional por
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superficies (o por l´ıneas en el peor de los casos) de la carena que se pretende
estudiar. Con ello, se busca obtener un conjunto de l´ıneas en tres dimen-
siones que permitan generar por superficies una aproximacio´n a la obra viva
del casco. Para trabajar con estas geometr´ıas, usamos un modelador comer-
cial, el Rhinoceros, en su versio´n 1.1. El tratamiento de la geometr´ıa suele
ser muy complejo dada la baja calidad de la informacio´n recibida.
Probablemente, cuando alguien lea estas l´ıneas dentro de unos an˜os tenga la
sensacio´n de que todos estos problemas esta´n superados. Sin embargo, gran
parte de la complejidad actual de estos asuntos, reside en el tratamiento de la
geometr´ıa recibida. Se pierde mucho tiempo en fijar exactamente las variables
de una determinada condicio´n de carga, y se tarda mucho tiempo en recons-
truir la carena de un modo preciso. En los pequen˜os astilleros, la definicio´n
inicial de la formas es un problema que no se aborda con la exactitud nece-
saria para los ca´lculos hidrodina´micos. Para los ca´lculos hidrosta´ticos y de
estabilidad, que son los principales en el dimensionamiento, no es tan nece-
sario, y por tanto la informacio´n de formas que llega al canal no esta´ todo lo
clara que debiera. Adema´s no existe un esta´ndar universalmente reconocido
para tratar esas formas. U´ltimamente se esta´ estableciendo como norma la
definicio´n por superficies NURBS, pero su uso no esta´ todo lo extendido que
ser´ıa deseable.
Adema´s, una vez que se tienen los primeros resultados de canal de unas for-
mas y se plantean diferentes alternativas para modificarlas, lo que a d´ıa de
hoy se tocan no son las superficies de definicio´n, sino una serie de curvas que
no tienen fa´cil traslacio´n a superficies. Por ejemplo, es muy comu´n modificar
el perfil de cruj´ıa del bulbo de proa, alarga´ndolo. Es tambie´n comu´n tratar
de cambiar la coordenada z de su centro de gravedad, para lo cual se modi-
fican algunas secciones del bulbo. Sin embargo, nosotros ten´ıamos nuestro
buque definido por superficies, y ahora hay que ”reinventar”esas superficies
para que se ajusten al nuevo perfil o a las nuevas secciones. Este proceso es
lento y dif´ıcil. Nosotros lo realizamos con el modelador antes citado.
Incidiendo en el tratamiento con el modelador, conviene realizar las cosas
siguiendo una secuencia en la que tengan cabida los siguientes procesos:
1. Para trabajar con comodidad es aconsejable separar las distintas en-
tidades en capas, concentrando en una de ellas los resultados que se
quieren obtener.
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2. En primer lugar se ajusta el taman˜o (eliminando escalas, ajustando
unidades a metros,...) para tener una representacio´n del casco a taman˜o
real. El origen de coordenadas se coloca a popa en la interseccio´n
de cruj´ıa y flotacio´n. Como eje X se toma la direccio´n popa-proa en
sentido proa y como eje Z la perpendicular a la flotacio´n por encima de
e´sta. De este modo el eje Y es perpendicular a cruj´ıa, correspondiendo
el semieje positivo a la parte de babor y el negativo a estribor. Si
partimos de una definicio´n bidimensional habra´ que girar las cuadernas
y las l´ıneas de agua y colocarlas en su posicio´n correspondiente respecto
al longitudinal de cruj´ıa.
3. El mallador necesita informacio´n geome´trica correspondiente solamente
una mitad del buque por cruj´ıa, la parte de estribor. Adema´s se necesita
so´lo la obra viva, por lo que se corta la forma por la flotacio´n para tener
so´lamente e´sta.
4. Se extraen un conjunto de l´ıneas que permitan cubrir la obra viva con
parches de cuatro lados, que son los que usaremos para mallar, ver
figura 5.2. Esto es bastante dif´ıcil, y de hecho no siempre se podra´
conseguir. En la figura 5.1 presentamos una pantalla t´ıpica correspon-
diente a un proceso de tratamiento de geometr´ıas con Rhinoceros.
5. Se exportan a un formato estandar de intercambio gra´fico estas l´ıneas,
para poderlas usar con el mallador. El formato que nosotros elegimos
es IGES.
5.3 Generacio´n de mallas.
5.3.1 Introduccio´n
Durante las primeras etapas de desarrollo se usaba un mallador propio. Sin
embargo, a medida que las formas que se estudiaban eran ma´s complejas,
esa complejidad provocaba infinidad de problemas con nuestros malladores.
En un determinado momento, se decidio´ que para seguir progresando era
conveniente disponer de un mallador comercial. Como en esos momentos
se estaba en contacto con el C.I.M.N.E. (Centro Internacional de Me´todos
Nume´ricos en Ingenier´ıa de Barcelona), nos decidimos a usar su mallador
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Figura 5.1: Pantalla del programa Rhinoceros.
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Figura 5.2: Superficies de la carena del mallador.
GiD, y la experiencia ha sido razonablemente positiva, si analizamos los
costes de dicho mallador, y el rendimiento obtenido.
5.3.2 Mallado del casco.
Lo primero es importar el archivo IGES que se genera con Rhino. Ahora
es conveniente trabajar otra vez con varias capas, para mayor comodidad.
En una de ellas se guardara´n las l´ıneas originales. Con los grupos de l´ıneas
definidos con el modelador Rhino generamos superficies. En la figura 5.2
presentamos la descomposicio´n por superficies de una carena. Hay que tener
cuidado de que las normales a las superficies sean todas del mismo sentido,
o exteriores, o interiores.
Ahora hay que dividir las superficies que hemos generado en paneles. Se
debe procurar que los paneles sean lo ma´s cuadrados posibles, que su taman˜o
sea similar, o que var´ıe muy lentamente y que el mallado tenga continuidad,
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esto es, que en una l´ınea de separacio´n entre dos superficies, se apoyen el
mismo nu´mero de paneles por los dos lados. Es bastante dif´ıcil conseguir
todo lo anterior en ciertas partes y hay que adoptar la cla´sica solucio´n de
compromiso. Adema´s es necesario tener en cuenta que no se puede hacer un
mallado demasiado fino pues el nu´mero de paneles manejable a la hora de
calcular esta´ limitado por la memoria de la ma´quina 1, aunque en ocasiones
hay que emplear ma´s o reducir el taman˜o de la superficie libre para poder
usar paneles ma´s pequen˜os.
5.3.3 mallado de la superficie libre.
Al mallar la superficie libre hay que tener en cuenta la longitud de la ola
propia del buque 2.187, obtenida como la correspondiente a un punto de
presio´n [13] viajando a la misma velocidad que el barco. Dicha longitud de
ola propia vale:
λ = 2πF 2nL = 2π
v2∞
g
Por cada longitud de onda, para cazar bien cada ola, deber´ıamos disponer de
entre 10 y 20 paneles, en el sentido longitudinal. Tambie´n hay que tener en
cuenta que´ tipo de problema vamos a resolver. Podemos tener un barco con
popa de crucero, con popa de espejo mojada, o con espejo seco. Caso de que
tengamos un buque con popa de crucero, el mallado de la parte de popa no
tiene ninguna particularidad, ver figuras 5.3 y 5.4. Si el espejo esta´ mojado,
hay que dejar λ/4 a popa del buque sin mallar, ”recortando”esa parte de
la superficie libre, ver figuras 5.5 y 5.6. Se une la salida por costado del
casco con ese punto en cruj´ıa, con la mayor suavidad posible, ver figura. Si
el espejo esta´ seco, no se recorta, pero se inician lineas de paneles partiendo
del espejo, ver figura 3.4 correspondiente a las formas patro´n cuyas vistas
aparecen en las figuras 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8.
El mallado debe extenderse una eslora a popa, un cuarto de eslora a proa,
y algo menos de una eslora a cada banda.
1unos 2900 en total para 128 MB RAM, y creciendo con el cuadrado del nu´mero de
inco´gnitas para mayor cantidad de memoria
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Figura 5.3: Mallado de la carena del Serie 60.
Figura 5.4: Mallado de la superficie libre del Serie 60.
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Figura 5.5: Carena con espejo mojado.
5.4 Mo´dulo de ca´lculo.
Una vez que tenemos todas las mallas generadas, tenemos que definir la
velocidad a la que vamos a correr nuestro buque. El ca´lculo consta siempre de
un ca´lculo del problema sin superficie libre, que constituye el flujo base para el
problema con superificie libre. Con este flujo base y aplicando la linealizacio´n
de la condicio´n de superficie libre estudiada en la seccio´n 2.4.3, calculamos el
potencial del problema con superficie libre. Una vez que tenemos el campo de
velocidades, aplicando Bernouilli, tendremos las elevaciones en la superficie
libre. Podemos realizar cortes longitudinales a lo largo de esta superficie y
comparar con los experimentales. Se necesitan 30 minutos de CPU para cada
velocidad 2. Se puede ejecutar una bater´ıa completa de velocidades de dos
modelos durante una noche.
2en un Intel Pentium 350 Mhz
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Figura 5.6: Mallado de la superficie libre de la carena de espejo mojado.
5.5 Postproceso de datos. Definicio´n de sali-
das esta´ndar.
Disponemos de interfaces que permiten visualizar los resultados con el post-
proceso de que dispone GiD. Hay mu´ltiples ejemplos a lo largo de todo el
documento de resultados correspondientes a deformaciones de la superficie
libre, figuras 3.9, 3.12, 3.15, 5.12, 5.13, presiones y velocidades en el casco,
y en la zona del bulbo, 5.15, 5.16, secciones longitudinales del tren de olas
5.14, etc. Sin embargo, se antoja necesaria una visio´n ma´s global de la selec-
cio´n de las salidas de los ca´lculos, acorde con el objetivo de los mismos, que
es, sin ninguna duda, contribuir al mejor conocimiento del comportamien-
to hidrodina´mico de unas formas determinadas. Para que ello sea posible
es necesario tener criterios que permitan comparar diferentes formas entre
si y con los resultados experimentales de los que en cada caso se pudiere
disponer. Para que este proceso sea sencillo hemos pensado en una bater´ıa
de resultados que podamos obtener de un modo sistema´tico para cada for-
ma, y que permitan establecer comparaciones entre ellas. Estos resultados
tendra´n como base:
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1. Secciones longitudinales del tren de olas.
2. Distribuciones de presiones y/o velocidades en la carena.
3. Distribuciones de elevaciones y/o velocidades en la superficie libre.
4. Coeficientes de resistencia por formacio´n de olas.
5.5.1 Perfiles de ola.
Podemos elegir la manga B como dimensio´n caracter´ıstica para hacer los
cortes longitudinales. Hay un art´ıculo cla´sico [46], en el que se documentan
mediciones de secciones de ola para el Series60. En ese caso las mediciones
tomaron como referencia la eslora, y se realizaron a las siguientes distancias
de cruj´ıa.
1. y = 0.0755L
2. y = 0.2067L
Sin embargo, si mantuvie´semos esas relaciones constantes para todos los
buques, el corte pro´ximo a cruj´ıa cortar´ıa al propio buque, dada la alta
relacio´n L/B correspondiente al Serie60. Por tanto, se convirtieron esas rela-
ciones referidas a la eslora, en relaciones referidas a la manga, y los datos
correspondientes son los siguientes:
1. y = 0.5665B
2. y = 1.5086B
Cada uno de estos cortes es una curva x − z. Podemos adimensionalizar la
x y la z respecto a la eslora, tomando como 0 para las x la perpendicular de
popa, y usando la orientacio´n europea, o sea, el eje x coincide con la inter-
seccio´n de cruj´ıa con flotacio´n, positivo hacia proa.
Tambie´n es importante presentar el perfil de la ola en cruj´ıa a popa y proa del
buque y a lo largo del costado del mismo. Presentamos como ejemplo en la
figura 5.7 estos 3 cortes longitudinales para el Serie 60 a un nu´mero de Froude
intermedio de 0.238. Estos cortes longitudinales pueden ser superpuestos con
los correspondientes a otras formas (figura 5.14), o con los correspondientes
a resultados experimentales. Experimentalmente, las te´cnicas utilizadas per-
miten realizar de un modo sencillo cortes longitudinales. No es nada fa´cil
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realizar cortes transversales en canal, pues la trayectoria del buque cortar´ıa
los sistemas de medida.
Figura 5.7: Cortes longudinales a diferentes distancias.
5.5.2 Distribuciones de presiones y/o velocidades en la
carena.
La ecuacio´n de Bernouilli relaciona presiones y velocidades. Hablar de pre-
siones o velocidades es hablar de dos caras de la misma moneda. Ser´ıa in-
teresante establecer, a efectos de comparar, una serie de vistas determinadas,
y una escala independiente de la velocidad y del modelo. Sin embargo, eso
no es fa´cil. Dependiendo de las formas de cada buque tendremos mayores
o menores gradientes en los campos de velocidades y presiones. Lo que s´ı
parece claro es que entre dos variantes de un mismo modelo las escalas de
visualizacio´n tienen que ser las mismas, como en las figuras 5.15, y 5.16.
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5.5.3 Distribuciones de elevaciones y/o velocidades en
la superficie libre.
Otra vez la ecuacio´n de Bernouilli gobierna la relacio´n que hay entre las
elevaciones de la superficie libre y las velocidades. Otra vez vuelve a ser
dif´ıcil establecer un criterio que unifique las salidas. Sin embargo aqu´ı hemos
podido establecer una criterio u´nico de construccio´n de salidas. La idea
es representar el mo´dulo de la velocidad en la superficie libre por l´ıneas
isovelocidad, y hacerlo desde 0.75V∞ hasta 1.15V∞ cada 0.025V∞ con lo que
tendremos 18 l´ıneas isovelocidad que nos permitira´n visualizar los gradientes
de velocidades y lo que es lo mismo de alturas de ola. En las figuras 5.8
y 5.9 se aprecian co´mo la segunda forma presenta unos gradientes mucho
ma´s suaves, indicativos de su mejora en lo que se refiere a resistencia por
formacio´n de olas.
Figura 5.8: Mapa de olas de la carena 1.
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Figura 5.9: Mapa de olas de la carena 2.
5.5.4 Coeficientes de resistencia por formacio´n de olas.
Ser´ıa fanta´stico poder comparar los coeficientes de resistencia por formacio´n
de olas obtenidos integrando presiones con los experimentales, pero las posi-
bilidades de e´xito son mı´nimas. Los datos presentados en la tabla 4.1 son
mucho mejores que los habituales.
5.6 Interpretacio´n de resultados y optimiza-
cio´n de disen˜os.
A pesar de que la precisio´n en el ca´lculo de la resistencia es insuficiente,
los me´todos potenciales son los ma´s utilizados para mejorar las formas. La
forma de trabajo es comparativa. Se seleccionan algunas variantes de la mis-
ma carena, cambiando el bulbo, las formas de proa, el a´ngulo de la roda, el
a´ngulo de entrada en la flotacio´n, etc..., y se observa la forma del tren de
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olas y la interaccio´n de los diferentes trenes de olas entre si. Presentamos un
proceso completo de comparacio´n de dos formas de las cuales disponemos de
resultados de canal. Se trataba de mejorar la proa del buque atunero cuyas
formas presentamos en la figura 5.10, y se opto´ por alargar el bulbo, tal como
aparece en el perfil de la figura 5.11.
Ahora, en funcio´n de los resultados obtenidos, se trata de averiguar cua´l
Figura 5.10: Perfil de la carena original.
Figura 5.11: Perfil de la carena modificada.
de las dos formas es mejor en lo que se refiere a resistencia por formacio´n de
olas. Lo primero que hacemos en este sentido es observar los mapas de olas
correspondientes a las dos formas, figuras 5.12 y 5.13. Se observa que la for-
ma modificada presenta menores deformaciones en la superficie libre. Para
un estudio ma´s detallado recurrimos a un corte longitudinal, por ejemplo a
0.5665B, que es uno de los esta´ndar recomendados, 5.14. En el corte longi-
tudinal se aprecia el mayor taman˜o de los primeros picos correspondientes al
buque 1. Esta es la zona ma´s interesante, pues es donde los resultados de
un CFD potencial como el aqu´ı descrito son ma´s fiables (con el convenio de
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ejes elegido, son los situados hacia la derecha en el eje de las x). Adema´s,
aunque no los presentemos aqu´ı, realizamos ma´s secciones longitudinales de
la superficie libre, y en todos los casos, los resultados son similares a los del
corte presentado, lo que corrobora que las segundas formas son mejores.
Es importante estudiar tambie´n la distribucio´n de velocidades y/o pre-
Figura 5.12: Mapa de olas de la carena original.
siones en la carena (son dos caras de la misma moneda, debido a la ecuacio´n
de Bernouilli que las relaciona). En este caso se aprecia co´mo la segunda proa
disminuye los gradientes a la salida del bulbo, entre la proa, y el shoulder, ver
figuras 5.15 y 5.16. Esto significa que la segunda forma se comporta mejor
en te´rminos hidrodina´micos que la primera. Los resultados experimentales
corroboraron estas hipo´tesis. Se obtuvo una mejora en el CW del 53.2%
para la segunda forma a la velocidad de proyecto(16 nudos), que es a la que
corresponden todos estos resultados.
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Figura 5.13: Mapa de olas de la carena modificada.
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Figura 5.14: Comparacio´n de cortes longitudinales.
131
Figura 5.15: Velocidades en la carena original.
Figura 5.16: Velocidades en la carena modificada.
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Cap´ıtulo 6
Validacio´n de resultados.
6.1 Introduccio´n.
Es important´ısimo tener la posibilidad de contrastar los resultados nume´ricos
con la realidad procedente de los experimentos. La parte experimental en
hidrodina´mica es complej´ısima. Ma´s alla´ de la medicio´n de la resistencia por
formacio´n de olas, todas las dema´s medidas plantean problemas experimen-
tales graves.
Es relativamente sencillo, y con poca incertidumbre, la realizacio´n de sec-
ciones en el tren de olas. Para ello se disponen probetas fijas y e´stas miden
las olas provocadas al paso del modelo, como se observa en la figura 6.1 donde
tenemos una fotograf´ıa realizada desde el carro del modelo pasando al lado
de dichas probetas.
Tambie´n es posible disponer de un modo sencillo de trimados dina´micos,
aunque nosotros no los necesitamos pues nuestros programas no calculan tri-
mados. En la figura 6.1 se observa que el modelo esta´ perfectamente trincado,
y navega solidario con el carro, con lo cual, no se presentara´ ningu´n trimado
dina´mico.
Los mapas de olas tridimensionales o por l´ıneas de nivel son inviables. Las
distribuciones de velocidades y presiones sobre el casco, o de velocidades en
la superficie libre son tambie´n inviables y por tanto no podremos comparar-
las con las obtenidas en los programas. S´ı es posible medir valores locales de
la velocidad en algunos puntos del fluido, como por ejemplo en el disco de la
estela. Los resultados son discutibles y su extrapolacio´n a escala real dific´ıl.
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Sin embargo, estos resultados son inu´tiles en un me´todo potencial, pues en la
zona de la estela dominan los efectos viscosos y por tanto nuestros resultados
no servira´n de nada.
Nos limitaremos por tanto a realizar nuestra validacio´n comparando los per-
files de ola esta´ndar descritos en la seccio´n 5.5.1 y tambie´n los valores de la
resistencia por formacio´n de olas a trave´s del coeficiente adimensional CW .
Este u´ltimo dato se da con mucha reserva, pues en ningu´n caso pretendemos
ma´s que un mero dato aproximativo al valor real, y que respete la tendencia
de su variacio´n con la variacio´n de la velocidad.
Respecto a las formas que hemos utilizado en esta validacio´n, son aquellas
para las que disponemos de datos experimentales en lo que se refiere a cortes
longitudinales del tren de olas y valores del coeficiente CW . Los valores del
coeficiente CW ya los hemos contrastado en el cap´ıtulo 4, en el que se estu-
dia el ca´lculo del mismo por diferentes me´todos. Los modelos se han elegido
con la intencio´n de obtener resultados para un rango amplio de formas y
velocidaes, sin caer en la redundancia. Se ha tratado de hacer ma´s e´nfasis en
aquellos casos que implicaban ca´lculos de popa en espejo. Son los siguientes:
1. Series 60, CB = 0.6.
2. Buque de carga general de de 86 m de eslora.
3. Patrullera.
4. Fragata US Navy Combatant, DTMB 5415.
Adema´s de cortes y coeficientes, presentamos, para cada uno de los casos
un aspecto de las formas, y de las ma´s interesantes, tambie´n un aspecto del
mallado de la carena y/o de la superficie libre.
6.2 Modelo Series 60.
El Series 60 es un modelo patro´n para la realizacio´n de ensayos en canal.
Digamos que se utiliza para calibrar un canal de ensayos, comparando los
resultados con los de otros canales para una misma forma. Tambie´n se ha
utilizado mucho para validar resultados de CFD dada la gran cantidad de
informacio´n disponible.
Su origen se remonta a 1948 cuando la Society of Naval Architects decidio´
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crear una serie de patrones para buques mercantes de una sola he´lice. Las
l´ıneas de agua fueron disen˜adas por el canal David Taylor y los experimentos
se llevaron a cabo durante los an˜os siguientes. Los 5 modelos cubren coefi-
cientes de bloque desde 0.60 a 0.80 y diferentes relaciones LB, BT, posicio´n
longitudinal del centro de carena, etc.
Disponemos de cortes longitudinales a tres nu´meros de Froude, 0.160,
0.238 y 0.316. El nu´mero de Froude ma´s bajo es el ma´s dif´ıcil, dado que la
longitud propia de la ola hace que haya problemas de resolucio´n nume´rica
dada la grand´ısima cantidad de paneles necesarios. Los mejores resultados
se obtienen para la velocidad ma´s alta, como era de esperar. No se ha dado
el perfil de ola sobre el casco para el nu´mero de Froude ma´s bajo pues no se
dispone de resultados experimentales. En la figura 6.2 presentamos una vista
lateral de la carena en cuestio´n y previamente, y como ejemplos de paneliza-
cio´n hab´ıamos presentado en las figuras 6.3 y 6.4 un mallado de la carena y
de la superficie libre correspondiente al Serie 60. En las figuras 6.5, 6.6, 6.7,
6.8, 6.9, 6.10 y 6.11 presentamos los cortes longitudinales correspondientes a
este buque.
6.3 Buque de carga general de de 86 m de
eslora.
En esta seccio´n presentamos resultados correspondientes a un buque de carga
general de 86 metros de eslora. Se tienen resultados para dos condiciones de
carga, y para velocidades que van desde los 8 nudos hasta los 12, lo que
equivale a nu´meros de Froude que van desde 0.142 hasta 0.213.
Como se puede observar en la figura 6.13, el buque es de formas muy llenas,
lo que hace que su comportamiento hidrodina´mico no sea muy bueno. Las
caracter´ısticas del buque son, a plena carga:
• LOA = 89.70m
• LPP = 86.42m
• B = 11.32m
• T = 4.20m
• DISF = 3846t
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• CB = 0.915
En la condicio´n de lastre:
• T = 3.10m
• DISF = 2773t
• CB = 0.892
Presentamos tambie´n un mallado de la carena y de la superficie libre, y otro
de de la zona del bulbo, por ser muy interesante en este caso; figuras 6.14,
6.15 y 6.16. Tambie´n es interesante destacar el mallado de la superficie libre;
el barco tiene popa de espejo, pero el flujo no se desprende de la bovedilla
del codaste. La velocidad es tan baja que el espejo queda completamente
mojado. Dado que en esa zona, son los efectos viscosos los predominantes,
directamente se deja de lado su mallado, dejando un espacio a popa del barco
sin malla en la superficie libre, como se puede observar en la figura 6.16, y
como ya explicamos en 5.3.3.
Disponemos de cortes longitudinales a dos velocidades 10.5 y 12 nudos, que
corresponden a nu´meros de Froude de 0.186 y 0.213. Para ambas velocidades
se obtienen resultados muy buenos, sobre todo en la fase y amplitud de los
primeros picos. No se ha dado el perfil de ola sobre el casco pues no se
dispone de resultados experimentales para el mismo. Se presentan estos
cortes longitudinales en las figuras 6.17, 6.18, 6.19, 6.20, 6.21, 6.22, 6.23,
6.24, 6.25, 6.26, 6.27 y 6.28 .
Figura 6.1: Probetas de medicio´n de secciones longitudinales del tren de olas.
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Figura 6.2: Visualizacio´n de la carena del Serie 60.
Figura 6.3: Mallado de la carena del Series 60.
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Figura 6.4: Mallado de la superficie libre del Series 60.
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Figura 6.5: Perfil y = 0.5665B del Serie 60 a Fn = 0.160.
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Figura 6.6: Perfil y = 1.5508B del Serie 60 a Fn = 0.160.
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Figura 6.7: Perfil y = 0.5665B del Serie 60 a Fn = 0.238.
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Figura 6.8: Perfil y = 1.5508B del Serie 60 a Fn = 0.238.
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Figura 6.9: Perfil de cruj´ıa del Serie 60 a Fn = 0.316.
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Figura 6.10: Perfil y = 0.5665B del Serie 60 a Fn = 0.316.
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Figura 6.11: Perfil y = 1.5508B del Serie 60 a Fn = 0.316.
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Figura 6.12: Buque de carga general . Alzado.
Figura 6.13: Buque de carga general. Caja de cuadernas.
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Figura 6.14: Buque de carga general. Panelizacio´n de la carena.
Figura 6.15: Buque de carga general. Panelizacio´n de la zona del bulbo.
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Figura 6.16: Buque de carga general. Panelizacio´n de la superficie libre.
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Figura 6.17: Perfil y = 0.5665B del buque de carga general V = 10.5Kn en
lastre.
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Figura 6.18: Perfil y = 1.0587B del buque de carga general V = 10.5Kn en
lastre.
Figura 6.19: Perfil y = 1.5508B del buque de carga general V = 10.5Kn en
lastre.
Figura 6.20: Perfil y = 0.5665B del buque de carga general V = 12Kn en
lastre.
Figura 6.21: Perfil y = 1.0587B del buque de carga general V = 12Kn en
lastre.
Figura 6.22: Perfil y = 1.5508B del buque de carga general V = 12Kn en
lastre.
Figura 6.23: Perfil y = 0.5665B del buque de carga general V = 10.5Kn a
plena carga.
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Figura 6.24: Perfil y = 1.0587B del buque de carga general V = 10.5Kn a
plena carga.
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Figura 6.25: Perfil y = 1.5508B del buque de carga general V = 10.5Kn a
plena carga.
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Figura 6.26: Perfil y = 0.5665B del buque de carga general V = 12Kn a
plena carga.
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Figura 6.27: Perfil y = 1.0587B del buque de carga general V = 12Kn a
plena carga.
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6.4 Patrullera.
Este ejemplo es muy importante. La patrullera tiene popa de espejo y nos
servira´ para validar los ca´lculos que se refieren a la popa de espejo. Es un
barco con un nu´mero de Froude bastante alto en su velocidad de proyecto.
Sus caracter´ısticas principales son las siguientes:
• LPP = 63.00m
• B = 10.40m
• T = 3.22m
Presentamos un alzado de la misma en la figura 6.29. Tambie´n, como en
los dema´s casos, presentamos un mallado del casco y de la superficie en las
figuras 6.30 y 6.31. Es importante destacar que la panelizacio´n realizada en
la superficie libre es t´ıpica de los buques con popa de espejo seca, como ya
explicamos en 3.4.1.
Los primeros gra´ficos que presentamos en este caso corresponden al estudio
del flujo en el borde de salida del espejo. Los resultados son francamente
buenos, tanto en la condicio´n dina´mica como en la cinema´tica, sobre todo
para el nu´mero de Froude ma´s alto, como se puede observar en las figuras
6.32, 6.33, 6.34, 6.35, 6.36 y 6.37 .
Presentamos tambie´n cortes longitudinales correspondientes a tres nu´meros
de Froude 0.228, 0.310 y 0.393. De cada uno de ellos presentamos el perfil de
ola en la carena, y dos cortes, los correspondientes a 0.5665B y 1.5508B. Este
es un buque ma´s dif´ıcil. Los resultados para la velocidad ma´s alta son buenos,
tanto en amplitudes como en fases. Para la velocidad ma´s baja aparecen
problemas de resolucio´n, y da la sensacio´n de que tambie´n se dan ciertas
inestabilidades en las medidas experimentales. Las figuras correspondientes
son 6.38, 6.39, 6.40, 6.41, 6.42, 6.43, 6.44, 6.45 y 6.46 .
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Figura 6.28: Perfil y = 1.5508B del buque de carga general V = 12Kn a
plena carga.
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Figura 6.29: Visualizacio´n de la patrullera.
Figura 6.30: Mallado de la carena de la patrullera.
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Figura 6.31: Mallado de la superficie libre de la patrullera.
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Figura 6.32: Zona de enganche, patrullera, Fn = 0.228.
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Figura 6.33: Perfil del espejo, patrullera, Fn = 0.228.
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Figura 6.34: Zona de enganche, patrullera, Fn = 0.310.
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Figura 6.35: Perfil del espejo, patrullera, Fn = 0.310.
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Figura 6.36: Zona de enganche, patrullera, Fn = 0.393.
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Figura 6.37: Perfil del espejo, patrullera, Fn = 0.393.
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Figura 6.38: Perfil en el casco de la patrullera a Fn = 0.228.
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6.5 Fragata DTMB 5415.
El modelo 5415 se concibio´ como disen˜o preliminar para una fragata para la
marina americana en 1980. La geometr´ıa incluye tanto un domo de so´nar
como popa de espejo. La propulsio´n se consigue con dos he´lices ubicadas en
ejes soportados por arbotantes.
Hay una base de datos experimental importante debido al trabajo interna-
cional en EFD/CFD y de ana´lisis de errores en toma de datos experimen-
tales realizado por el Iowa Institute of Hydraulic Research (IIHR), el Istituto
Nazionale per Studi ed Esperienze di Architettura Navale (INSEAN), y el
Naval Surface Warfare Center, Carderock Division (NSWC, antiguo canal
David Taylor DTMB), ver referencias [9] [28] [1] [37]. Los datos para vali-
dacio´n incluyen valores de capa l´ımite y estela, cortes longitudinales del tren
de olas, superficie del tren de olas en proa y popa y datos sobre wave break-
ing. So´lo existen datos a escala del modelo, aunque en el estudio que estamos
realizando nosotros eso no es un problema, pues no hay efecto de escala, al
no influir la viscosidad.
Las formas de este buque se presentan en las figuras 6.47 y 6.48. Son formas
muy complicadas dada la existencia de un bulbo muy dif´ıcil de modelar y de
efectos muy importantes en el flujo. Adema´s es un buque con popa de espejo.
Los resultados no son muy buenos y merecen un estudio ma´s detallado.
Tambie´n ha servido como test de validacio´n de los ca´lculos de salida de flujo
en popas con espejo. Como ya hemos explicado, estos ca´lculos requieren un
mallado especial en la superficie libre que reflejamos en la figura 6.50. Los re-
sultados referidos a la popa de espejo son buenos en la condicio´n cinema´tica,
de tangencia, y no lo son tanto en la condicio´n dina´mica, a medida que subi-
mos la velocidad. Esto se refleja en los cortes longitudinales correspondientes
al perfil del casco y es un tema sobre el que hay que trabajar y para el que
se esperan mejoras sustanciales con un me´todo no lineal.
Presentamos diferentes cortes longitudinales del tren de olas, dando valores
adimensionalizados con la eslora entre perpendiculares y tomando el origen
en la perpendicular de proa, ver figuras 6.57, 6.58, 6.59, 6.60, 6.61, 6.62,
6.63, 6.64, 6.65. Se disponen de datos experimentales correspondientes a tres
velocidades, y para cada una de ellas disponemos del corte correspondiente
al perfil del casco y de los dos cortes estandar 0.5665B y 1.5508B. Los resul-
tados son similares a los obtenidos para la patrullera: relativamente malos
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a baja velocidad y buenos en amplitudes y fases para la velocidad ma´s alta.
Convendr´ıa hacer ensayos ma´s detallados de este caso, cambiando las carac-
ter´ısticas del mallado, aunque dados los efectos del trimado, parece probable
que las cosas mejoren con el uso de un me´todo no lineal.
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Figura 6.39: Perfil y = 0.5665B de la patrullera a Fn = 0.228.
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Figura 6.40: Perfil y = 1.5508B de la patrullera a Fn = 0.228.
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Figura 6.41: Perfil en el casco de la patrullera a Fn = 0.310.
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Figura 6.42: Perfil y = 0.5665B de la patrullera a Fn = 0.310.
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Figura 6.43: Perfil y = 1.5508B de la patrullera a Fn = 0.310.
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Figura 6.44: Perfil en el casco de la patrullera a Fn = 0.393.
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Figura 6.45: Perfil y = 0.5665B de la patrullera a Fn = 0.393.
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Figura 6.46: Perfil y = 1.5508B de la patrullera a Fn = 0.393.
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Figura 6.47: Visualizacio´n de la fragata 5415.
Figura 6.48: Caja de cuadernas de la fragata 5415.
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Figura 6.49: Mallado de la carena de la fragata 5415.
Figura 6.50: Mallado de la superficie libre de la fragata 5415.
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Figura 6.51: Zona de enganche, fragata 5415, Fn = 0.178.
Figura 6.52: Perfil del espejo, fragata 5415, Fn = 0.178.
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Figura 6.53: Zona de enganche, fragata 5415, Fn = 0.297.
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Figura 6.54: Perfil del espejo, fragata 5415, Fn = 0.297.
Figura 6.55: Zona de enganche, fragata 5415, Fn = 0.416.
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Figura 6.56: Perfil del espejo, fragata 5415, Fn = 0.416.
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Figura 6.57: Perfil en el casco de la fragata 5415 a Fn = 0.178.
188
Figura 6.58: Perfil y = 0.5665B de la fragata 5415 a Fn = 0.178.
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Figura 6.59: Perfil y = 1.5508B de la fragata 5415 a Fn = 0.178.
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Figura 6.60: Perfil en el casco de la fragata 5415 a Fn = 0.297.
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Figura 6.61: Perfil y = 0.5665B de la fragata 5415 a Fn = 0.297.
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Figura 6.62: Perfil y = 1.5508B de la fragata 5415 a Fn = 0.297.
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Figura 6.63: Perfil en el casco de la fragata 5415 a Fn = 0.416.
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Figura 6.64: Perfil y = 0.5665B de la fragata 5415 a Fn = 0.416.
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Figura 6.65: Perfil y = 1.5508B de la fragata 5415 a Fn = 0.416.
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Cap´ıtulo 7
L´ıneas de trabajo para el
futuro.
Una vez seleccionado el cuerpo fundamental de la tesis centrado en la me-
todolog´ıa desarrollada en la ETSIN alrededor de los me´todos de paneles y
tomada la decisio´n de su contenido, hemos decidido incluir en un cap´ıtulo de
futuro una serie de l´ıneas de investigacio´n que continu´an de modo natural las
desarrolladas en esta tesis, y de las cuales ya tenemos resultados. Algunos
de esos resultados no son todav´ıa todo lo ajustados que hubie´ramos deseado
y las anomal´ıas detectadas son en el momento actual, objeto de un ana´lisis
exhaustivo.
Sin duda, la continuacio´n ma´s natural de estos me´todos pasa por la inclusio´n
de una condicio´n no lineal de superficie libre y esos trabajos son los primeros
que describiremos. Lo siguiente es superar la limitacio´n de los co´digos poten-
ciales y considerar la viscosidad en nuestros ca´lculos. Explicamos co´mo esta-
mos abordando este problema en la ETSIN resolviendo por elementos finitos
las ecuaciones de Navier-Stokes con el me´todo de las caracter´ısticas[12]. Por
u´ltimo, describimos una de las aplicaciones pra´cticas de los me´todos de pane-
les sobre los que estamos trabajando, ma´s alla´ de la optimizacio´n de formas
mencionada. Esta aplicacio´n es la de la prediccio´n del ”wake wash”de buques
ra´pidos, de la que ya tenemos resultados [44] [14].
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7.1 Me´todos potenciales con condicio´n de su-
perficie libre no lineal.
En el proceso natural de complicacio´n del modelo potencial para ajustarse
ma´s a la realidad, el paso siguiente es incluir en el modelo la fuerte no li-
nealidad del feno´meno en estudio. Esta no linealidad proviene en la teor´ıa
potencial so´lo de la existencia de la superficie libre y por doble motivo, las
condiciones de contorno que en ella se imponen son no lineales, y la situacio´n
real de la superficie libre es desconocida a priori. Ello obliga a resolver un
problema de contorno para la ecuacio´n de Laplace con condiciones de con-
torno no lineales que se deben aplicar en una frontera todav´ıa desconocida.
Los distintos me´todos disponibles para abordar el problema del flujo po-
tencial estacionario con condicio´n de superficie libre no lineal comparten un
esquema comu´n, diferencia´ndose entre ellos en pequen˜os detalles. Todos ellos
asumen la hipo´tesis fuertemente local que supone que el feno´meno conside-
rado es el resultado de una pequen˜a perturbacio´n de un cierto estado base.
En cada caso se debe precisar el sentido del adjetivo pequen˜o y se define el
proceso iterativo que aproxima paso a paso la perturbacio´n mediante te´cnicas
locales.
Los para´metros fundamentales del algoritmo iterativo disen˜ado para el ca´lculo
aproximado de la solucio´n de este problema son:
• la elevacio´n de la superficie de singularidades sobre la superficie libre.
• el factor de relajacio´n en la actualizacio´n de la forma de la superficie
libre despue´s de cada iteracio´n.
Comencemos enumerando las propiedades o cualidades que se deber´ıan exigir
en general, a un me´todo no lineal:
1. Los te´rminos de orden superior despreciados en los me´todos linealiza-
dos, representando la transferencia de la condicio´n de contorno de la
superficie libre real a la superficie libre sin deformar son importantes,
y algunas veces dominantes, en particular si los efectos no lineales son
grandes. Como consecuencia, la condicio´n de superficie libre debe ser
impuesta en la superficie libre real, no en una aproximacio´n de la mis-
ma.
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2. Algunos de los efectos no lineales tienen un nu´mero de onda 2 o 3 veces
mayor que la componente principal de la ola, por lo que los ca´lculos no
lineales deben realizarse con discretizaciones lo ma´s finas posibles, las
que sean necesarias para captar estos efectos.
3. Los ca´lculos no lineales deben tener en cuenta del modo ma´s preciso
posible la interseccio´n de la superficie libre y del casco. Esta exigencia
es particularmente importante en popas de espejo o en flotaciones con
fuerte curvatura.
4. El me´todo debe ser capaz de modelar los flujos con popa de espejo
evitando las inconsistencias que presentan algunos me´todos lineales en
este tema.
5. Es importante que el flujo, las distribuciones de presiones, y el tren de
olas sean calculados del modo ma´s preciso posible. Las optimizaciones
de la carena se basan en esas informaciones y aunque la precisio´n con
que calculemos la resistencia no es muy relevante, s´ı que deben obser-
varse tendencias correctas en la misma.
6. El co´digo debe ser lo suficientemente robusto y estable para un uso
rutinario y su coste computacional debe ser pequen˜o, para facilitar su
integracio´n en la fase de disen˜o del buque.
Teniendo ”in mente”estas propiedades, veamos los distintos me´todos y co´-
digos que o bien hemos ya desarrollado o bien esta´n en distintas fases de
desarrollo y cuya integracio´n dentro de la metodolog´ıa descrita en la tesis
ser´ıa inmediata. Cada uno de ellos representa una l´ınea de futuro en el tema
de esta tesis. Si tenemos en cuenta las propiedades exigidas a un me´todo no
lineal, deber´ıamos calificar estos me´todos de de´bilmente no lineales, reservan-
do el calificativo no lineal para los me´todos de flujo viscoso que describiremos
en la seccio´n siguiente.
7.1.1 Condicio´n de´bilmente no lineal de superficie li-
bre.
De acuerdo con la hipo´tesis local asumida, descomponemos en cada paso del
proceso iterativo el potencial y la elevacio´n en suma de dos componentes:
φ = Φ + ϕ (7.1)
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η = H + δη (7.2)
donde
Φ es el potencial del flujo base o sea, el potencial total obtenido al finalizar
la iteracio´n anterior.
Como potencial base inicial del algoritmo iterativo, se puede elegir entre
el potencial del me´todo lineal, el del modelo doble, o bien directamente
el del flujo libre.
ϕ es la diferencia entre el potencial base al comienzo del paso y el que ob-
tendremos tras la iteracio´n correspondiente, o sea el incremento que se
produce en el potencial de base en el curso de la iteracio´n considerada.
H es la altura base, que en principio se corresponde con la debida al flujo
base Φ, pero que no tiene porque ser as´ı en general. De hecho, en
la primera iteracio´n se suele tomar como altura base cero o sea, la
superficie libre plana, y esta no es la correspondiente al me´todo lineal.
δη es la diferencia entre la altura base y la que vamos a obtener tras
la iteracio´n correspondiente, o sea el incremento en la altura base al
finalizar la actual iteracio´n.
Segu´n vimos en 2.4, en la superficie libre - z = η(x, y) - deben verificarse
simulta´neamente la condicio´n cinema´tica 2.84, y la condicio´n dina´mica 2.85.
Haciendo uso de la descomposicio´n considerada y despreciando en base a la
pequen˜ez de la perturbacio´n, los te´rminos en los que aparecen productos de
incrementos en flujos y alturas base podemos escribir la condicio´n cinema´tica.
Φx · ηx + Φy · ηy + ϕx ·Hx + ϕy ·Hy − Φz − ϕz = 0 (7.3)
Despejando la elevacio´n en la condicio´n dina´mica
η =
1
2g
(
∇φ2∞ −∇φ2
)
(7.4)
η =
1
2g
(
∇φ2∞ −∇Φ2 −∇ϕ2 − 2∇Φ∇ϕ
)
(7.5)
y despreciando de nuevo los productos de te´rminos en incrementos obtene-
mos,
η =
1
2g
(
∇φ2∞ −∇Φ2 − 2∇Φ∇ϕ
)
(7.6)
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Entrando con esta elevacio´n en la condicio´n cinema´tica obtenemos,
1
2g
(
Φx · ∂
∂x
+ Φy · ∂
∂y
)(
∇φ2∞ −∇Φ2 − 2∇Φ∇ϕ
)
+ϕx ·Hx+ϕy ·Hy−Φz−ϕz = 0
(7.7)
Como el flujo uniforme es constante,
− 1
2g
(
Φx · ∂
∂x
+ Φy · ∂
∂y
)(
∇Φ2 + 2∇Φ∇ϕ
)
+ϕx ·Hx+ϕy ·Hy−Φz−ϕz = 0
(7.8)
Por u´ltimo, para abordar el proceso de discretizacio´n ordenadamente, pasamos
al segundo miembro los te´rminos conocidos de esta ecuacio´n. Con ello ten-
emos
− 1
g
(
Φx · ∂∂x + Φy · ∂∂y
)
(∇Φ∇ϕ) + ϕx ·Hx + ϕy ·Hy − ϕz =
1
2g
(
Φx · ∂∂x + Φy · ∂∂y
)
(∇Φ2) + Φz
(7.9)
Discretizacio´n.
Parece claro que lo ma´s complicado de discretizar en la ecuacio´n anterior es
el operador:
Φx · ∂
∂x
+ Φy · ∂
∂y
(7.10)
Si llamamos: (
axl axt
ayl ayt
)
=

 ∂l∂x ∂t∂x
∂l
∂y
∂t
∂y

 (7.11)
tendremos
Φx · ∂∂x + Φy · ∂∂y = Φx ·
(
axl · ∂∂l + axt · ∂∂t
)
+ Φy ·
(
ayl · ∂∂l + ayt · ∂∂t
)
=
(axl · Φx + ayl · Φy) · ∂∂l + (axt · Φx + ayt · Φy) · ∂∂t = L · ∂∂l + T · ∂∂t
(7.12)
con
L = axl · Φx + ayl · Φy (7.13)
T = axt · Φx + ayt · Φy (7.14)
La condicio´n de superficie libre queda entonces
− 1
g
(
L · ∂
∂l
+ T · ∂
∂t
)
(∇Φ∇ϕ) + ϕx ·Hx + ϕy ·Hy − ϕz =
1
2g
(
L · ∂
∂l
+ T · ∂
∂t
)
(∇Φ2) + Φz
(7.15)
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Discretizamos la geometr´ıa del mismo modo que se explica con todo detalle
en 2.4.3 con lo que 7.15 se convierte en el panel j en:
∑N
i=1 σi ·
[
1
g
(
L · ∂
∂l
+ T · ∂
∂t
)
(∇Φ · vij)− vijx ·Hx − vijy ·Hy + vijz
]
=
1
2g
(
L · ∂
∂l
+ T · ∂
∂t
)
(∇Φ2) + Φz
(7.16)
Lo mismo que con el potencial sucede a efectos de derivadas con las eleva-
ciones :
Hx = axl ·Hl + axt ·Ht (7.17)
Hy = ayl ·Hl + ayt ·Ht (7.18)
Con todo ello podemos escribir (1.16) en la forma
A · σ = b (7.19)
Sistema lineal en el que σ es el vector de inco´gnitas y la matriz de coeficientes
A, y el vector de te´rminos independientes b, vienen dados por
Aji =
1
g
(
L · ∂
∂l
+ T · ∂
∂t
)
(2∇Φ · vij)− vijx ·Hx − vijy ·Hy + vijz (7.20)
y
bj =
1
2g
(
L · ∂
∂l
+ T · ∂
∂t
)(
∇Φ2
)
+ Φz (7.21)
estando todas las expresiones evaluadas en el punto caracter´ıstico del panel j.
Los comentarios relativos al ahorro computacional en el caso de flujo sime´trico,
son semejantes a los del caso lineal. De hecho, tambie´n aqu´ı se ha escrito un
co´digo especial que aprovecha esa circunstancia.
7.1.2 Resultados nume´ricos.
Hemos usado como test de validacio´n inicial de las diferentes variantes de
me´todos no lineales ensayados, el caso del buque Serie 60 a nu´mero de Froude
0.316. Este caso es cla´sico para este tipo de ensayos y muy sencillo. Dado
que este buque suele dar resultados aceptables en la mayor´ıa de los casos,
hemos realizado tambie´n ca´lculos con un buque de transporte de derivados de
petro´leo (petrolero de productos) de alto coeficiente de bloque y bajo nu´mero
de Froude. De ambos, hemos presentado una exhaustiva validacio´n en los
202
me´todos lineales, ver 6.2 y 6.3.
De cada una de las geometr´ıas presentamos para un nu´mero de Froude la
siguiente informacio´n
1. Visualizacio´n del casco
2. Vista del mallado de la carena
3. Vista del mallado de la superficie libre
4. Residuo de las condiciones dina´micas y cinema´ticas de superficie libre
en cada iteracio´n.
Resultados del buque de la Serie 60.
En la validacio´n del me´todo lineal hab´ıamos incluido las figuras del mallado
de la superficie libre y de la carena del Series 60, figuras 6.2, 6.3 y 6.4. Se
presentan en las figuras siguientes los resultados correspondientes a un factor
de relajacio´n de 0.7, y a una elevacio´n de la superficie de singularidades sobre
la superficie libre del 1% de la ola propia del buque.
Se observa que la convergencia es buena aunque lenta. El perfil de ola es
mejor que el correspondiente al me´todo lineal, como se puede observar en las
figuras 7.1 y 7.2. Se obtiene mayor precisio´n a la hora de captar el pico de
proa de la ola con el me´todo no lineal que con el lineal. Sin embargo estos
resultados esperanzadores con el Serie 60 no se vieron refrendados cuando
consideramos una geometr´ıa ma´s real, como se puede ver a continuacio´n.
Resultados del petrolero de productos.
Se presentan los resultados correspondientes a un factor de relajacio´n de 0.7,
con una elevacio´n de la superficie de singularidades sobre la superficie libre
del 1% de la ola propia del buque y a un nu´mero de Froude de 0.199.
Los resultados para diferentes factores de relajacio´n y elevaciones fueron si-
milares.
Se observa la presencia de grandes oscilaciones en los residuos en las
primeras iteraciones hasta que finalmente se produce una divergencia clara.
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Iteracio´n C.dina´mica C.cinema´tica
1 0.420974 1.579348
2 0.538722 2.217435
3 0.178667 0.983191
4 0.122663 0.491655
5 0.065351 0.395157
6 0.044766 0.294142
7 0.02978 0.269631
8 0.018099 0.189712
9 0.013567 0.189951
10 0.011807 0.128809
11 0.009857 0.136854
12 0.008525 0.099504
13 0.007275 0.100162
14 0.006323 0.076427
15 0.005414 0.074194
16 0.004714 0.058627
Tabla 7.1: Residuos condicio´n dina´mica y cinema´tica del Serie 60.
7.2 Me´todos de flujo viscoso.
A pesar de los continuos avances en el desarrollo de te´cnicas nume´ricas y
computacionales para ca´lculos fluido dina´micos, no existe de momento ningu´n
co´digo capaz de predecir con realismo el comportamiento hidrodina´mico de
un barco en movimiento.
Los u´nicos co´digos que podemos considerar hoy d´ıa operativos en hidrodi-
na´mica nume´rica, son los del tipo DAWSON (lineal) o RAPID (no lineal)
considerados en esta tesis, basados en la teor´ıa del flujo potencial.
Estos co´digos, cuyo campo de aplicacio´n y posibilidades como herramienta de
disen˜o, hemos ampliado sustancialmente en la tesis, son una buena respuesta
al habitual compromiso entre el coste econo´mico, el coste computacional y
la calidad de la solucio´n aproximada obtenida, pero au´n siendo en general su
convergencia buena y ra´pida, su calidad nume´rica es insuficiente en presencia
de ciertas formas complejas o cuando las condiciones f´ısicas se desv´ıan de las
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Figura 7.1: Cortes longitudinales Series 60 Y/B=0.5665.
ideales que permiten asegurar la existencia de un potencial de velocidades,
como se desprende de los resultados del proceso intensivo de validacio´n al
que lo estamos sometiendo, por lo que a pesar de su evidente utilidad desde
un punto de vista cualitativo en la etapa inicial de disen˜o, no han conseguido
desbancar a las te´cnicas de ensayo con modelos en canal.
La imposibilidad de incorporar a esos co´digos teor´ıas de olas ma´s completas
que las consideradas en la seccio´n anterior, limita su utilidad para predecir
con suficiente precisio´n los feno´menos de turbulencia, el acoplamiento fluido-
estructura, y otras singularidades y evidencia la necesidad de desarrollar
co´digos que resuelvan las ecuaciones de Navier-Stokes incluyendo los efectos
de superficie libre y los debidos a la viscosidad turbulenta.
7.2.1 Formulacio´n del problema matema´tico
El problema f´ısico de evolucio´n que se plantea es el del flujo incompresible
viscoso alrededor de un cuerpo en presencia de superficie libre.
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Figura 7.2: Cortes longitudinales Series 60 Y/B=0.5665.
Consideramos un dominio fluido Ω ⊂ R3 con fronteras Γ∞, ΓB y ΓSL.
Suponemos que un cuerpo so´lido B cuya superficie es ΓB, avanza con ve-
locidad v(t) en Ω. La frontera ΓSL que es la superficie libre de Ω tiene por
ecuacio´n impl´ıcita en la referencia fijada F (x, t) = 0.
Las ecuaciones que gobiernan el problema f´ısico anterior son las ecuaciones
incompresibles de Navier-Stokes que en las variables primitivas ”velocidad-
presio´n”se escriben:


∂v
∂t
− ν∆v + (v · ∇)v +∇p− ge3 = 0 (NS)
∇ · v = 0 (EC) (x, t) ∈ Ω× (0, T ]
en donde (0, T ] es el intervalo temporal de integracio´n de las ecuaciones y el
resto de las variables y operadores son de conocimiento general. Destaquemos
que (v · ∇)v es la notacio´n simbo´lica de los te´rminos convectivos que se
pueden agrupar en la derivada material de v, con lo que el sistema no lineal
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Figura 7.3: Visualizacio´n de la carena del petrolero.
Figura 7.4: mallado de la carena del petrolero.
de NS se expresa.


Dv
dt
− ν∆v +∇p− ge3 = 0 (NS)
∇ · v = 0 (EC) (x, t) ∈ Ω× (0, T ]
El sistema no lineal de NS esta´ sometido a las condiciones iniciales y de con-
torno que ya hemos considerado en esta tesis en repetidas ocasiones pero cuya
formulacio´n es aqu´ı ma´s general. Tenemos por tanto las siguiente condiciones
de contorno:
207
Figura 7.5: mallado de la superficie libre del petrolero.
Condiciones de Contorno(CC)
(CC1) En la frontera Γ∞
v(x, y) = v∞(x, t) (CC1)
(CC2) En la superficie del cuerpo so´lido ΓB (condicio´n de impenetrabilidad)
v(x, y) = v(t) (CC2)
(CSL) En la superficie libre ΓSL
(a) Condicio´n dina´mica de superficie libre.
El vector T(x,n) de los esfuerzos en x para la direccio´n n normal
a la superficie libre, orientado hacia el exterior de Ω, debe ser con-
tinuo a trave´s de ΓSL.
Como dicho vector es nulo de uno de los dos lados de ΓSL ten-
dremos:
T(x,n) = c2,3 (σ ⊗ n) = 0 (CDSL)
y ya que el tensor de esfuerzos de los fluidos incompresibles viene
dado por
σ = −pI+ 2νD
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Iteracio´n C.dina´mica C.cinema´tica
1 -0.459902 0
2 0.352801 0.001373
3 0.265988 0.002581
4 0.300485 0.003042
5 -0.291209 0.003192
6 -0.223283 0.001815
7 -8.978664 0.002191
8 -50062.17871 0.008456
9 -1.05916E+11 50.540316
Tabla 7.2: Residuos condicio´n dina´mica y cinema´tica del petrolero.
donde D es el tensor de los ritmos de deformacio´n, parte sime´trica
del gradiente del campo de velocidades, (CDSL) se escribira´ :
∑
j
[
−pδij + ν
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)]
nj = 0 (CDSL)
(b) Condicio´n cinema´tica de superficie libre.
Continuidad de la componente normal de la velocidad, es decir, la
velocidad normal del fluido debe ser igual a la velocidad normal
de desplazamiento de la SL (que es cero), la velocidad relativa del
medio respecto a la SL es tangencial.
Las derivadas materiales de F (x, t) calculadas de un lado y de otro
de ΓSL deben ser nulas.
DF
dt
=
(
∂
∂t
+ v · ∇
)
F (x, t) = 0 (CCSL)
Si vΓ denota la velocidad en la frontera Γ = Γ∞ ∪ ΓB ∪ ΓSL,
tenemos en virtud de (EC)∫
Γ
vΓ · nds = 0
(CI) Condicio´n inicial.
v(x, 0) = v0(x) (CI).
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7.2.2 Modelos nume´ricos del problema planteado
Las principales dificultades del problema matema´tico definido por las ecua-
ciones y condiciones anteriores son:
(i) El problema planteado es no lineal. Los te´rminos convectivos (v · ∇)v,
son no lineales.
(ii) La condicio´n de incompresibilidad (EC).
(iii) La solucio´n de las ecuaciones (NS) son funciones vectoriales de x y t
cuyas componentes esta´n acopladas por los te´rminos (v · ∇)v y ∇ · v.
(iv) La (CCSL) es responsable de la generacio´n de una onda de choque cuyo
rompimiento y posterior disipacio´n se cree que son los dos mecanismos
principales de la resistencia por formacio´n de olas.
A pesar de esas dificultades, el uso de esquemas nume´ricos avanzados para
el tratamiento de las ecuaciones incompresibles de Euler y de Navier-Stokes,
ha permitido en los u´ltimos an˜os obtener predicciones ma´s realistas de la
resistencia por formacio´n de olas.
De esos esquemas, los ma´s ajustados utilizan un co´digo para simular el flujo
incompresible 3D acoplado con una ecuacio´n de superficie libre. El proceso
iterativo comienza obteniendo el campo de velocidades con el co´digo 3D de
flujo incompresible, velocidades que se introducen en la ecuacio´n de superficie
libre para actualizar su altura. Esta nueva altura cambia la presio´n prescrita
en la superficie libre en el co´digo de flujo incompresible, cerrando el bucle
que define cada paso del proceso.
El problema de satisfacer de modo exacto la ecuacio´n de continuidad en este
tipo de flujos es bien conocido. Se puede utilizar la ecuacio´n de conservacio´n
del momento para actualizar el campo de velocidades, pero no esta´ claro
co´mo actualizar la presio´n conservando la masa, ya que en la condicio´n de
incompresibilidad no aparece ningu´n te´rmino de presio´n. Para tratar es-
te problema se han disen˜ado varios me´todos que podemos clasificar en dos
fundamentales.
• Los basados en esquemas de proyeccio´n.
En el primer paso del proceso iterativo se estima un campo de veloci-
dades. Imponiendo la condicio´n de conservacio´n de la masa se llega a
210
una ecuacio´n de Poisson que una vez resuelta define la presio´n con la
que se actualiza el campo de velocidades cerrando as´ı el bucle.
• Los basados en esquemas de compresibilidad artificial, de origen aeroes-
pacial.
En ellos, se modifica la ecuacio´n de continuidad introduciendo un te´rmi-
no artificial dependiente del tiempo, proporcional a la derivada respecto
al tiempo de la presio´n con lo que se consigue hacer finita la velocidad
infinita del sonido en medio incompresible. Con ello, se posibilita el
uso de todas las te´cnicas desarrolladas para la simulacio´n de flujo com-
presible. En el estado estacionario, ese te´rmino adicional desaparece
obtenie´ndose la solucio´n para flujo incompresible.
Ambas familias de esquemas se han usado con cierto e´xito para la prediccio´n
de la superficie libre.
7.2.3 Me´todo modificado de las caracter´ısticas.
Nosotros comenzamos en 1993 a trabajar en la integracio´n de las ecuaciones
incompresibles de Navier-Stokes mediante un esquema temporal de pasos
fraccionados que permite superar parte de los problemas anteriores ya que
es capaz de desacoplar las dificultades derivadas de la no linealidad, de las
derivadas de la ecuacio´n de continuidad [3].
El esquema que seguimos esta´ basado en el seguimiento ef´ımero de las part´ı-
culas de fluido y fue´ propuesto y analizado por Rodolfo Bermejo en [2] para
los problemas hiperbo´licos de transporte-difusio´n es decir, aquellos en los
que los te´rminos advectivos dominan a los te´rminos difusivos. Dicho esque-
ma es incondicionalmente estable, propiedad muy deseable, ya que permite
un taman˜o mayor del paso temporal entre pasos sucesivos de integracio´n es-
pacial.
Aplicamos dicho me´todo a las ecuaciones de NS que en las variables primiti-
vas ”velocidad-presio´n”son un caso particular de las de transporte-difusio´n.
En este esquema, los te´rminos convectivos se integran a lo largo de las curvas
caracter´ısticas del flujo dentro de una decripcio´n lagrangiana, usando para el
resto de los te´rminos de la ecuacio´n de NS y de las condiciones del problema
la descripcio´n euleriana. De ah´ı que reciba el nombre de Me´todo Modificado
de las Caracter´ısticas (MMC).
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Eliminamos de este modo la integracio´n de los te´rminos no lineales convec-
tivos (u · ∇)u de la ecuacio´n de NS, te´rminos que se agrupan en la derivada
material
Du
dt
del campo de velocidades que se integra siguiendo a la part´ıcula
fluida.
La evaluacio´n nume´rica, lo ma´s exactamente posible en cada instante t, de
la condicio´n cinema´tica de superficie libre
DF
dt
= 0 es uno de los aspectos
fundamentales del flujo que queremos simular.
Una aproximacio´n de dicha condicio´n lineal en el paso temporal, permitio´
descubrir que la generacio´n de ondas de choque en la superficie libre y su
posterior proceso de rompimiento generando vorticidad que se disipa por
turbulencia, son dos de los mecanismos ma´s significativos en la resistencia
por formacio´n de olas y que cualquier versio´n linealizada de la condicio´n ci-
nema´tica de superficie libre es incapaz de generar el conjunto de feno´menos
que acompan˜an a las ondas de choque de la superficie libre.
Esta conclusio´n limita la utilizacio´n de los co´digos de flujo potencial que
tratan de una forma simplificada el efecto de superficie libre en un intento
de captar el feno´meno de la formacio´n de olas.
Nosotros hemos desarrollado un me´todo nume´rico econo´mico y fa´cil de ins-
trumentar, para calcular la puntos de la superficie libre, especialmente conve-
niente cuando se aplica combinado con el algoritmo MMC y cuya convergen-
cia es cuadra´tica en el paso temporal. En cada paso de tiempo, el esquema
de paso fraccionado da lugar a un problema de Stokes generalizado que se
resuelve [2] utilizando un me´todo iterativo basado en el me´todo del gradiente
conjugado que descompone dicho problema en una sucesio´n de problemas in-
termedios el´ıpticos.
Debido a la complejidad de las formas geome´tricas se integran las ecua-
ciones transformadas de las de Navier-Stokes en un sistema de coordenadas
curvil´ıneas que transforma el dominio f´ısico en un dominio computacional
cu´bico de lado 1 y todas las aproximaciones de los diversos problemas inter-
medios que el algoritmo plantea, se formulan segu´n el me´todo de los elementos
finitos.
La siguiente fase de nuestro algoritmo corresponde a su progresio´n en el tiem-
po mediante el mecanismo difusivo. Realizamos dicha progresio´n temporal
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mediante el esquema de Crank-Nicholson.
7.2.4 Me´todos del conjunto de nivel ”level set”.
Paralelamente al desarrollo del me´todo anteriormente descrito se esta´n de-
sarrollando dentro del equipo de hidrodina´mica nume´rica de la Escuela[12],
otras alternativas ya que la complejidad del problema aconseja comparar si
es posible, resultados provenientes de distintas aproximaciones.
Un cambio importante en el enfoque del problema del flujo incompresible
viscoso con superficie libre en estudio, se consigue cuando se considera la su-
perficie libre un caso especial de interfaz en el seno de un flujo de dos fluidos
inmiscibles, en nuestro caso agua y aire por motivos evidentes, cuyas densi-
dades y viscosidades respectivas se diferencian en varios o´rdenes de magnitud.
Son muchos los me´todos que se han considerado para tratar el problema de
la superficie libre dentro del enfoque descrito. Dichos me´todos se pueden
clasificar atendiendo al tipo de malla computacional usada en me´todos de
malla fija, me´todos de malla adaptada al contorno movil y me´todos sin ma-
lla, y atendiendo a la forma de definir dina´micamente la superficie libre se
distinguen dos tipos, el seguimiento de la interfaz (interface-tracking) y la
captacio´n y representacio´n de la interfaz (interface-capturing).
El primer intento de tratamiento de superficie libre dentro del enfoque des-
crito, fue desarrollado a partir del me´todo MAC (Marker-And-Cell method).
Para definir la posicio´n de la superficie libre, se utilizan marcadores la-
grangianos, part´ıculas sin masa que se introducen en el agua y en el aire
cerca de la superficie libre inicial, y que se siguen a lo largo del movimiento.
Este me´todo es muy costoso de ca´lculo ya que adema´s de la integracio´n de
las ecuaciones del movimiento, es necesario mover todos los marcadores en
cada paso del tiempo, lo que se une a la dificultad de tener que imponer las
condiciones de contorno sobre superficies curvas. Por contra, puede manejar
cualquier nu´mero de fluidos y tratar interfaces sometidas a grandes deforma-
ciones.
En el me´todo del volumen de fluido VOF (volume of fluid), la forma de
la superficie libre viene dada por los elementos de la malla de integracio´n
que esta´n parcialmente llenos de agua y aire, y se obtiene resolviendo una
ecuacio´n de transporte que debe satisfacer la funcio´n c que define la fraccio´n
de agua que hay presente en cada elemento de la malla de integracio´n, con
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c = 1 si el elemento esta´ lleno de agua y c = 0 si esta´ lleno de aire.
La evolucio´n de c viene gobernada por la ecuacio´n de transporte
Dc
Dt
=
∂c
∂t
+ div (cv) = 0 (7.22)
que en el caso de flujos incompresibles es invariante respecto a la transfor-
macio´n c → 1− c lo que obliga a un cumplimiento estricto de la ecuacio´n de
continuidad.
Este me´todo es ma´s eficiente que el esquema MAC y se puede aplicar a super-
ficies libres complejas que pueden incluir procesos de rompimiento de olas.
Todos los me´todos propuestos anteriormente esta´n formulados para una ma-
lla fija y el flujo se resuelve en los dos fluidos.
El modelo matema´tico de este tipo de flujo para fluidos incompresibles esta´
definido por el sistema de Navier Stokes con un te´rmino debido a la tensio´n
superficial


Dv
dt
= ν∆v −∇p− ge3 + σκδ(d)n (NS)
∇ · v = 0 (EC) (x, t) ∈ Ω× (0, T ]
donde σ es el coeficiente de tensio´n superficial, κ es la curvatura de la interfaz
que separa ambos fluidos, d es la distancia normal a la interfaz, δ es la funcio´n
delta de Dirac y n es el vector unitario normal a la interfaz y los ejes esta´n
elegidos como antes.
Imponemos a la interfaz las condiciones de superficie libre.
• La superficie libre es una interfaz entre los dos fluidos que no permite
ningu´n intercambio a su trave´s (CCSL).
• Las fuerzas que actu´an sobre los fluidos en la superficie libre esta´n en
equilibrio (CDSL).
Aqu´ı se debe considerar de nuevo la tensio´n superficial que en el caso de
altos gradientes de temperatura o en presencia de vientos fuertes, pro-
duce esfuerzos cortantes en la superficie libre que provocan movimientos
de fluido de la regio´n fr´ıa a la caliente, o en la direccio´n del viento segu´n
el caso.
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Para calcular el perfil de ola que genera un barco en movimiento, basta con
centrarse en el flujo de uno de los fluidos, el agua, y en la superficie libre,
es decir, es suficiente con resolver las ecuaciones del movimiento so´lo para el
agua.
En este caso, el u´ltimo te´rmino relativo a la fuerza de tensio´n superficial de la
primera ecuacio´n del sistema de ecuaciones NS desaparece de dicho sistema
y la fuerza de tensio´n superficial so´lo se incluye en la condicio´n dina´mica de
superficie libre.
El me´todo de la malla mo´vil es hasta la fecha el ma´s utilizado en los ca´lculos
de flujo viscoso alrededor de barcos. En este me´todo, la malla que se adapta
al contorno se mueve acompan˜ando a la superficie libre. El sistema de ecua-
ciones resultante puede resolverse bien en el dominio f´ısico mediante una
formulacio´n de volu´menes finitos o bien en un dominio cu´bico o rectangular
uniforme previa la adecuada transformacio´n de coordenadas curvil´ıneas.
Nosotros utilizamos para representar dina´micamente la interfaz entre ambos
fluidos la te´cnica del conjunto de nivel, una alternativa al me´todo de la malla
mo´vil que posee a nuestro juicio ciertas ventajas adema´s de la posibilidad de
comparar con facilidad los resultados obtenidos con ambos me´todos.
En la te´cnica del conjunto de nivel se define en el instante inicial la interfaz
agua-aire como la (n− 1)−variedad de nivel cero de la funcio´n del nivel, una
funcio´n de clase C1 definida en el dominio de ca´lculo que contiene a ambos
fluidos, como la distancia de cada punto del dominio a la superficie libre
inicial conocida, afectada de un signo distinto segu´n que estemos en el agua
o en el aire.
El campo de velocidades del flujo transporta dicha funcio´n por conveccio´n,
de modo que en cualquier instante la interfaz viene definida como el conjunto
de nivel de la funcio´n transportada relativo al valor que se obtiene anulando
su derivada material.
A medida que se transportan dichas magnitudes, el agua y el aire se van
acoplando en las distintas zonas del dominio. El campo de velocidades trans-
porta por conveccio´n pura la densidad y la viscosidad del fluido, de modo
que se puede escribir una ecuacio´n de transporte para cada una de estas
magnitudes:
Dρ
Dt
= 0 (7.23)
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Dµ
Dt
= 0 (7.24)
A cada lado de la interfaz la densidad y la viscosidad son constantes. Sin
embargo en la interfaz ambas funciones son discontinuas lo que da lugar a
dificultades nume´ricas.
Para suavizar el salto de discontinuidad en la interfaz de las propiedades
f´ısicas de ambos medios, e´stas se suavizan en una cierta banda alrededor del
conjunto de nivel cero.
Esta te´cnica del conjunto de nivel presenta las siguientes ventajas impor-
tantes
1. La informacio´n relevante del flujo en estudio, posicio´n de la superficie
libre mas las propiedades del fluido, las transporta por conveccio´n una
so´la funcio´n.
2. La extensio´n del calculo de la funcio´n del nivel a tres dimensiones es
sencilla.
3. Se prescinde de la superficie libre como contorno del dominio, luego no
hay que imponer condiciones en ella.
4. Este me´todo puede simular el rompimiento de olas.
5. Se puede usar tanto en el caso de que el so´lido que genera la ola este´
sumergido como si esta´ semisumergido.
Modelo matema´tico 2D.
Sea Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) un dominio abierto de frontera Γ suficientemente
suave. Suponemos que en la frontera compartimos condiciones de contorno
de dos tipos distintos, aplicadas a los subconjuntos ΓD y ΓN de una particio´n
de la frontera es decir, tales que Γ = ΓD ∪ ΓN y que ΓD ∩ ΓN = ∅
Una vez excluido el te´rmino de tensio´n superficial, las ecuaciones de Navier
Stokes 2D en forma conservativa y la condicio´n de incompresibilidad conve-
nientemente adimensionalizadas, expresadas en componentes se escriben:
Dvi
Dt
=
−1
Fn2
· δi2 − 1
ς1
∂p
∂xi
+
∂
∂xj
(
1
Re
ς2
ς1
∂vi
∂xj
)
en Ω× (0, t) (7.25)
∂vi
∂xi
= 0 en Ω× (0, t) (7.26)
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donde Fn y Re tienen el significado habitual.
Las condiciones iniciales y de contorno a las que esta´n sometidas dichas
ecuaciones son:
vi = v
Dirichlet
i en ΓD × (0, t) (7.27)
τijnj = −pnı + µ∂vi
∂n
= −ρg(−z)ni en ΓN × (0, t) (7.28)
vi (x, 0) = v0 (x) en Ω× (t = 0) (7.29)
donde n es el vector unitario normal saliente al contorno Γ.
A estas ecuaciones hay que an˜adir la ecuacio´n de transporte de la funcio´n
del nivel φ:
Dφ
Dt
= 0 (7.30)
donde:
ςı =


1; φ > α
λı; φ < −α
ςı + ∆ςı · sin
(
πφ
2α
)
en los otros casos
(7.31)
ςı = 0.5 ∗ (1 + λı) (7.32)
∆ςı = 0.5 ∗ (1− λı) (7.33)
La funcio´n del nivel se define aqu´ı positiva en el agua y negativa en el aire.
λ1 y λ2 son las proporciones entre las propiedades del aire y el agua para la
densidad y la viscosidad respectivamente, α representa la mitad del espesor
de la banda finita en la que se suaviza el salto de discontinuidad de la den-
sidad y viscosidad del agua al aire.
En el movimiento por conveccio´n de la funcio´n del nivel, la funcio´n trans-
portada por el campo de velocidades ya no sera´ en el curso del movimiento
una funcio´n de distancia como en el instante inicial por lo que se debe reini-
ciar por iteracio´n que asegure que su gradiente es 1, luego que α es constante
en el tiempo.
En el co´digo en desarrollo se puede tratar la superficie libre de los dos modos
considerados, bien utilizando las condiciones de superficie libre para actuali-
zar su altura, adapta´ndole despue´s la malla correspondiente a la nueva altura,
o bien resolviendo la ecuacio´n que define la funcio´n del nivel reinicia´ndola
por interpolacio´n.
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7.3 El problema de ”wash wake”para buques
ra´pidos.
7.3.1 Introduccio´n.
En los u´ltimos an˜os hay un intere´s creciente por aumentar la velocidad de
cierto tipo de buques. Adema´s de los buques de uso militar, cuya velocidad
ha sido siempre alta, hay tres sectores importantes correspondientes a buques
de gran velocidad:
• buques ”fast ferries”, normalmente catamaranes aunque tambie´n mono-
cascos, de unos 100 m de eslora, preparados para transportar unos 500
pasajeros y unas pocas decenas de coches y/o camiones a una velocidad
alt´ısima, entre 37 y 45 nudos.
• ferrys de alta velocidad, y de un peso muerto aceptable, que puede
albergar ma´s de 100 camiones y 1000 pasajeros y transportarlos a ve-
locidades cercanas a los 30 nudos.
• portacontenedores de alta velocidad, grandes buques de hasta 2000
teus, que hacen grandes rutas a 25 nudos.
A menudo, algunos de estos buques operan en aguas de profundidad limitada,
donde las olas de gran periodo que generan se convierten en olas de gran
amplitud, lo que provoca dan˜os en buques fondeados, playas y costas, muelles,
etc.
7.3.2 Causas y efectos perjudiciales.
Normalmente, las olas que producen los buques de alta velocidad (desde
ahora HSV) son ma´s perjudiciales que las de los buques convencionales. Los
HSV generan olas con periodos de (8− 10s), doble que los de las olas gene-
radas por los buques convencionales (4 − 5s). En la figura 7.6 presentamos
un corte longitudinal t´ıpico del tren de olas de un buque navengando a alta
velocidad, en re´gimen supercr´ıtico. Cuando estas olas largas llegan a zonas
de poca profundidad, su amplitud crece de un modo importante debido a la
disminucio´n de velocidad de propagacio´n del frente de ondas (shoaling). Este
efecto es mucho ma´s importante para las olas largas que para las cortas de los
218
Figura 7.6: Corte longitudinal de un tren de olas supercr´ıtico.
buques convencionales. Sin embargo, se han obtenido resultados aparente-
mente contradictorios cuando se ha reducido la velocidad de los HSV cerca
de la playa, pues una reduccio´n progresiva produce mucho ma´s ”wash”, que
una desaceleracio´n brusca [26]. Ello es debido a la duracio´n del paso por el
re´gimen cr´ıtico.
Entre los efectos ma´s importantes destacan:
• ban˜istas, pescadores, etc, que sufren el embate por sorpresa de es-
tas olas, y adema´s la zona en la que se encuentran se inunda muy
ra´pidamente.
• pequen˜os barcos de recreo, que pueden quedar varados en los senos de
estas olas de gran periodo, sufren grandes balances como documenta
Gadd [11], en un caso en el que como las crestas oblicuas son casi
regulares, pueden causar un balance importante a barcos pequen˜os,
que a menudo tienen periodos propios similares a los de estas olas. En
estos casos una amplitud de 0.1m supone una pendiente de ola de unos
6◦, que en condiciones de resonancia induce un balance de ±18◦.
• problemas con el fondeo y amarre de embarcaciones, rotura de amarras,
dan˜os en los equipos de amarre del muelle, excesivo movimiento de
muelles flotantes, incluso resonancia.
• tambie´n hay graves problemas de erosio´n del fondo, de transporte de
sedimentos, de erosio´n de las orillas de los r´ıos, etc...
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7.3.3 Criterios de aceptacio´n.
Para evaluar las caracter´ısticas de un determinado buque en lo que se refiere
a generacio´n de wash se han definido una serie de criterios de aceptacio´n
por las administraciones implicadas [14]. Existen reglamentos al respecto en
Dinamarca [26], Reino Unido, Estados Unidos, Australia. Los criterios esta´n
basados en limitar la altura de la ola a una cierta distancia lateral del buque
y a una determinada profundidad. Tambie´n hay algunos criterios relativos
a la energ´ıa del tren de olas. En los dos casos se obtiene esta informacio´n
a partir de secciones longitudinales del tren de olas. Presentamos algunos
ejemplos de estos criterios.
1. altura ma´xima de ola de 28 cm, medida 300 m desde cruj´ıa en la direc-
cio´n lateral y en aguas profundas.
2. densidad de energ´ıa de la ola de 2450 J/m para la ola ma´s alta del tren
de olas medido otra vez a 300 metros de cruj´ıa en la direccio´n lateral y
en aguas profundas.
3. Para profundidades de 3 metros y periodos ma´s grandes que 4.5 segun-
dos se debe verificar la relacio´n
Hh < β
3/2
b
√
Tc
Th
Hc (7.34)
en la que los sub´ındices h and c, se refieren a HSV y buques conven-
cionales, respectivamente; H y T son la altura ma´xima de la ola a 3
metros y su periodo asociado, respectivamente. El para´metro βb rela-
ciona la altura de la ola justo antes de romper (”wave breaking”) para
un buque convencional y para un HSV, o sea,
Hb,h = βbHb,c
Una suposicio´n razonable es que βb = 1, o sea, que las alturas de ola
antes de romper son iguales para los dos tipos de buques. Si ( son
datos razonables ) el periodo ma´s cr´ıtico de las olas de un HSV es de
9 segundos, su altura ma´xima sera´ de 35 cm, suponiendo que la altura
ma´xima correspondiente a un buque convencional sera´ de 50 cm para
un buque convencional. Este criterio demuestra que cua´nto ma´s grande
es la ola producida por un HSV, ma´s pequen˜a es la altura admisible.
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7.3.4 Metodolog´ıa de ca´lculo.
Hemos visto que estos criterios se refieren a caracter´ısticas del tren de olas.
Podemos calcular ese tren de olas con nuestro programa y plantearnos des-
pue´s co´mo lo llevamos fuera de la malla computacional, a 300 metros del
buque, o a zonas de profundidad limitada. Veamos co´mo podemos conseguir
esto. Lo ma´s importante es entender que lo que pretendemos es calcular las
olas lejos del buque. Por tanto, los efectos locales, en un entorno pro´ximo
al buque no nos interesan, y utilizaremos un modelo que permita simular
so´lamente los efectos globales. La expresio´n que nos permite calcular la e-
levacio´n del oleaje para −x → ∞, puede expresarse como una integral de
Fourier, 4.24
ζ(x, y) =
1
4π
∫ ∞
−∞
{F (u) sin(sx + uy) + G(u) cos(sx + uy)} du
La teor´ıa subyacente a estas te´cnicas se debe a Havelock [13] y a Eggers y
Sharma [8], y ya ha sido explicada en el capt´ıtulo dedicado a estudiar los
me´todos teo´ricos para la estimacio´n de la resistencia al avance, seccio´n 4.2.
7.3.5 Resumen.
Como resumen a este asunto, destacamos una serie de ideas.
1. El problema del ”wash”esta´ relacionado con las olas generadas por
buques ra´pidos y por la transformacio´n en amplitud que estas olas
sufren al llegar a la costa.
2. La gran amplitud de estas olas, y el hecho de que las zonas de nave-
gacio´n sean normalmente aguas protegidas o interiores hace que los
dan˜os ecolo´gicos y a otros usuarios del medio marino sean a veces im-
portantes e inadmisibles.
3. Los requerimientos legales se basan en estudios de amplitud y de energ´ıa
del tren de olas obtenidos a unas determinadas distancias del buque y
a unas determinadas profundidades.
4. Usamos los me´todos objeto de la tesis para estimar el tren de olas, y
usamos el me´todo del corte longitudinal[8] para reconstruir todo el tren
y extrapolar a la zona de definicio´n de los requerimientos.
221
5. Para propagar a zonas de aguas poco profundas no son u´tiles los me´todos
del corte longitudinal, y hay que utilizar te´cnicas propias de los inge-
nieros de costas. En este sentido, lo o´ptimo ser´ıa propagar integrando
las ecuaciones de Boussinesq, pero para grandes dominios, eso no es
computacionalmente posible. Por tanto se usan modelos ma´s sencillos
(para´bolicos)[26] para estimar la transformacio´n de las olas por refrac-
cio´n con el fondo, y la difraccio´n. Tambie´n tienen en cuenta, los ma´s
sofisticados, las corrientes en la zona, el rozamiento con el fondo, etc.
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Cap´ıtulo 8
Conclusiones y aportaciones.
8.1 Aportaciones.
1. Estudio sistema´tico de los flujos con popa de espejo.
(a) En los flujos con popa de espejo seca, se ha desarrollado una condi-
cio´n, la expansio´n de Taylor en el borde de salida mejorada, ver
3.4.3, que tiene en cuenta la existencia de componente vertical en
la velocidad en el espejo.
(b) En los flujos con popa de espejo seca, se ha desarrollado una condi-
cio´n, la condicio´n linealizada ETSIN 1, 3.4.4, que combina de
modo muy inteligente la condicio´n de tangencia y la condicio´n
dina´mica en el espejo.
(c) En los flujos con popa de espejo seca, se ha desarrollado una condi-
cio´n, la condicio´n linealizada ETSIN 2, 3.4.5, en la que mediante
un para´metro se tienen en cuenta de modo expl´ıcito las condiciones
cinema´tica y dina´mica en el espejo.
2. Tratamiento de la transformacio´n de derivadas en la superficie libre,
mediante splines a lo largo de los puntos caracter´ısticos de los pane-
les, ver seccio´n 2.4.4. Las tangentes en cada punto a estas l´ıneas son
una consecuencia directa de esta definicio´n. Los coeficientes de trans-
formacio´n de derivadas tambie´n. Se detalla co´mo se incorpora este
tratamiento a la discretizacio´n de la condicio´n de Bruzzone de la su-
perficie libre, ver seccio´n 2.4.5.
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3. Interpretacio´n y ana´lisis de los resultados obtenidos aplica´ndolos a casos
experimentales reales.
4. Desarrollo de una metodolog´ıa de trabajo nueva en este tipo de proble-
mas. Se usa un potente modelador de geometr´ıas comercial para tratar
y dejar preparada para su mallado la geometr´ıa ma´s compleja que se
quiera concebir. Se usa un mallador comercial, que permite el mallado
de la carena poniendo ma´s e´nfasis en las zonas de mayores curvatu-
ras. Desde aqu´ı se ejecuta directamente nuestro mo´dulo de ca´lculo y se
recogen los resultados visualiza´ndolos con el postproceso de este mismo
paquete.
5. Una de las aportaciones ma´s relevantes de esta tesis es la validacio´n
a la que han sido sometidos los resultados de los ca´lculos. De algu-
na de las formas se dispon´ıa de resultados experimentales, y de otras
hemos tenido que obtenerlos con las posibilidades experimentales que
nos ofrece el Canal de la ETSIN. De hecho, hemos hecho pu´blicos esos
resultados en la pa´gina web del Canal (http://canal.etsin.upm.es/),
contribuyendo de modo importante al banco de datos de validacio´n
disponible. Hemos tenido tambie´n oportunidad de comparar estos re-
sultados con los co´digos comerciales disponibles, y los resultados son,
al menos, de igual calidad.
8.2 Conclusiones.
1. Se ha desarrollado una herramienta valiosa para la evaluacio´n de for-
mas de buques en lo que se refiere a la optimizacio´n de las mismas para
minimizar la resistencia por formacio´n de olas. Esta herramienta esta´
orientada a usuarios cualificados pero no expertos y esta´ siendo utiliza-
da en el Canal de Ensayos Hidrodina´micos de la ETSIN en el proceso
de optimizacio´n de formas.
2. Los resultados son buenos en el tercio de proa si comparamos los cortes
longitudinales. Hay divergencias en la ola del casco y en cortes muy
alejados. Estas diferencias se explican por efectos locales y por falta de
resolucio´n. Por tanto, la herramienta esta´ orientada a la optimizacio´n
de formas en esa parte del buque: las formas del shoulder de proa, el
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a´ngulo de entrada en la flotacio´n y sobre todo la longitud, posicio´n y
forma del bulbo de proa.
3. Los me´todos para estimar la resistencia por formacio´n de olas expli-
cados en el cap´ıtulo 4, utilizando integracio´n de presiones no ofrecen
resultados nume´ricos muy buenos, pero capturan razonablemente bien
las tendencias. Sin embargo, el me´todo de los cortes longitudinales no
ofrece la fiabilidad necesaria. La aproximacio´n que se hace con estos
me´todos despreciando completamente los efectos locales no parece su-
ficientemente precisa, aunque necesitamos investigar ma´s en este tema.
4. Es importante plantearse cua´les son los caminos a seguir a la termi-
nacio´n de esta tesis, para avanzar en el conocimiento de estos proble-
mas. Hay varias direcciones que hemos dejado esbozadas en el cap´ıtulo
7, en el que se comentan los posibles desarrollos futuros en cuanto a
los co´digos de base para la aproximacio´n nume´rica del problema global,
y se presentan algunos resultados de co´digos no lineales que se hallan
en su u´ltima etapa (la ma´s costosa) de implementacio´n. En los flujos
con popa en espejo hemos detectado algunos problemas a nu´meros de
Froude alto. La resolucio´n de estos problemas ira´ en paralelo con la
construccio´n de un me´todo no lineal, que posibilite tener en cuenta
los efectos del trimado. Por otro lado, para cierto tipo de buques, los
veleros de competicio´n, es necesario estimar, adema´s de la resistencia
al avance, la sustentacio´n generada por la quilla y el timo´n. Este pro-
blema de naturaleza aerodina´mica se complica por la presencia de la
superficie libre[18],[19]. Se empezaron estudios en esa direccio´n que no
han continuado debido a la desaparacio´n del equipo espan˜ol de Co-
pa Ame´rica que eran los potenciales destinatarios de estos estudios.
Tambie´n existen una serie de nuevas posibilidades para los me´todos
potenciales, utilizando me´todos multimalla para acelerar y mejorar la
solucio´n, otras formas de imponer las condiciones de contorno en los pa-
neles [43] etc., sobre las que convendr´ıa trabajar para mejorar nuestros
me´todos. De cualquier modo, el cambio de me´todo de aproximacio´n
del problema del flujo con superficie libre en estudio no afecta a la
estructura de la herramienta disen˜ada por lo que su integracio´n en la
metodolog´ıa descrita sera´ inmediata. Adema´s, en paralelo con las l´ıneas
aqu´ı expuestas, hay otras ramas de avance que no hemos mencionado.
5. Tambie´n es importante proceder a la distribucio´n de esta herramienta
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en los centro acade´micos afines, oficinas de proyectos, y oficinas te´cnicas
de astilleros para contribuir a una mejor calidad en el disen˜o de las for-
mas. Adema´s, se ha elaborado una pra´ctica de laboratorio dirigida a
los estudiantes de la asignatura de Pra´cticas de Teor´ıa del Buque, basa-
da en estos co´digos con la que esperamos que los estudiantes adquieran
un conocimiento ba´sico de las posibilidades de estos me´todos.
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